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Prólogo 


El presen le rn;in uní eslá dirigido a los estudiantes de las faculta¬ 
des fisicomatemáticas de las Escuelas Normales Superiores que 
estudian la especialidad N° 2104 «Matemáticas» y «Matemáticas y 
física». Ha sido escrito en correspondencia con el programa en vigor 
del curso «Prácticas para resolver problemas matemáticos». 

Al escribir el libro los autores lian procurado quo en él estén 
reflejados los tipos fundamentales de problemas escolares de álgebra 
y trigonometría (en el manual hay cerca do 2000 ejemplos, problemas, 
ejercicios). He ellos, 1700 son ejercicios de diversa complejidad para 
el trabajo individual (junto con los problemas relativamente sencillos, 
luiy otros cuya solución requiere un serio trabajo, en ocasiones no 
estándar). La resolución de semejantes problemas ayudará a que el 
estudiante adquiera la cualidad profesional más importante del 
futuro maestro de matemáticas: la capacidad do resolver los proble¬ 
mas de matemáticas del curso escolar. 

El libro que ofrecemos al lector es no sólo y no tanto un compendio 
de problomas, sino un libro do prácticas. Esto se refleja en la estruc¬ 
tura del libro. Cada apartado contiene, en forma informativa, ol 
material teórico necesario y una cantidad bastante grande (cerca do 
,'JOO) ejemplos detalladamente analizados, útiles a los estudiantes des¬ 
de el punto de vista metodológico. 

Al trabajar con el presente material los autores so han basado en 
la serie de manuales para el curso «Prácticas para resolver problemas 
matemáticos» escritos para los estudiantes por correspondencia en 
diversos años. Al escribir el presente manual fueron también em¬ 
pleados los libios ele texto y los manuales escolares, libros pava 
los maestros, diversos compendios de problemas de álgebra y trigo¬ 
nometría, manuales para los estudiantes quo ingresan on los centros 
do enseñanza superior, las variantes de los problemas do matemáticas 
para los exámenes de ingreso a distintos centros do enseñanza supe¬ 
rior, los materiales de las olimpiadas escolares de matemáticas. 


Los autores 



Primera parte. ALGEBRA 


Capítulo X 

TRANSFORMACIONES IDENTICAS DE EXPRESIONES 


§ 1. Descomposición de polinomios en factores 

Para resolver muchos problemas algebraicos suele ser preciso re¬ 
presentar el polinomio dado en forma del producto de dos o más 
polinomios o bien en forma del producto del polinomio por uu 
monomio que contenga no menos do una variable. No obstante, no 
cada polinomio permite realizar la descomposición en factores sobre 
el campo de números reales. P.ej., los polinomios x 4- 3, x* + Gz 4- 

10 no pueden ser descompuestos en factores. Semejantes poli¬ 
nomios reciben el nombre do no reduciblcs. Se considera que la des¬ 
composición do polinomios en factores está terminada si los poli¬ 
nomios obtenidos son no redimibles. 

Durante la descomposición de polinomios en factores so hace uso 
de diversos procedimientos: sacando el factor común de los parén¬ 
tesis, mediante la agrupación, empleando las fórmulas de multiplica¬ 
ción abreviada, etc. Examinemos varios ejemplos de aplicación de 
estos procedimientos. 

ejemplo i. Descompongamos el polinomio en factores 

1. / (a, b) = a 2 — 2 a 3 b — 2 ab 3 -f ó 2 . 

2. / (a) = a 3 —7a 2 + 7a + 15. 

solución. 1) P.ej., unamos los sumandos extremos en un grupo 
y los medios, en otro y en el segundo grupo sacamos de los paréntesis 
el factor común. Obtenemos: 

/ (a, b ) = (a 1 + ó 2 ) - 2 ab (a 2 + ó 2 ) = (a- + ó 2 ) (1 - 2 ab). 

2) Representemos los términos segundo y tercero del polinomio 
prefijado de la forma siguiente: —lar = —3a 2 —4a 2 , la — 12 a 
— 5a. ^ r 

Entonces escribimos: / (a) = a? — 3a 2 — 4a 2 -f- 12a — 5a -f lo. 
Agrupamos los sumandos a pares y en cada grupo sacamos do los 
paréntesis los factores comunes: 

/ (a) = (a 3 — 3a 2 ) — (4a 2 — 12a) — (5a — 15) = 

= a 2 (a — 3) — 4a (a — 3) — 5 (a — 3) = (a — 3) (a 2 — 4a — 5). 
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Queda por descomponer en factores el polinomio a 2 — 4a — 5. 
Esto es posible de realizar con dos procedimientos. 

1- er procedimiento. Tenemos: a- — 4a — 5 = a 2 -|- a — 5a — 5 — 
= a (a 4 1) — 5 (a 4 1) = (a 4 i) (« — 5). 

2- do procedimiento. De la ecuación a 2 — 4a — 5 = 0 hallamos 
las raíces: a, = —1, a 2 = 5. Empleando la fórmula de descomposi¬ 
ción en factores de un trinomio cuadra tico (ax 2 4 bx 4 c = 
= a (x —x,) (x — Xj)), obtenemos: a 2 — 4a — 5 — (a — a¡) X 
X (a — a.¡) — (a 4 1) (a — 5). 

Así, pues, } (a) = (a — 3) (a 4 1) {a — 5). 
ejemplo 2 Descompongamos en factores 

/ (a, b, c) = ab (a -(- b) — be (b 4 c) 4 ac (a — c). 

Solución. Aprovechemos que la expresión en los primeros parén¬ 
tesis es la suma de las expresiones contenidas en los paréntesis segun¬ 
do y tercero: a -1- b = (b 4- c) 4 (a — c). Entonces 
f (a, b, c) = ab ((b 4 c) -(- (a — c)) — be (b -(- c) 4 ac (a — c) — 

= ab (b -1- c) 4 ab (a — c) — be (b 4 c) + ac (a — c). 

A continuación, efectuamos la agrupación de los términos y sacamos 
de los paréntesis el factor común. Obtenemos: 

/ (a, b, c) = (ab (b 4- c) — be (b 4 c)) 4 (ab (a — c) 4 ac (a — c)) = 

==> (b 4 c ) (ab — be) -f- (« — c) (ab 4 ac) = (b 4 c) b (a — c) 4 

4 (a — c) a (b 4 c) — (a — c) (b 4 c) (a 4 b). 
ejemplo 3. Descompongamos en factores 

/ (a) — a 3 — 5a 3 — a 4 5. 

solución. Realicemos la agrupación y, después, saquemos de los 
paréntesis el factor común: 

/ (a) = (a? - 5a 2 ) — (a — 5) = a 3 (a - 5) — (a — 5) = 

= (a- 5) (a 3 - t). 

Empleando seguidamente la fórmula p 2 — T = (p — 9) (P + ?)i 
obtenemos: 

f(a) = (a — 5) (a — 1) (a 4 i). 
ejemplo 4. Descompongamos en factores: 

/ (a, b) = 4a 2 — 12ab 4 5b 2 . 

solución. Completamos el binomio 4a 2 — 12ab hasta el cuadrado 
perfecto. Obtenemos: (2a) : — 2 (2a) (3b) 4 (3b) 2 . Entonces 

/ (a, b) = (4a 2 — 12ab 4 % 2 ) — W 4 56 2 = 

= (2 a — 3b) 2 — (2b) 2 = (2a — 3b — 2b) (2a — 3b 4 2b) = 

= (2a — 5b) (2a — b). 



§ 1. Descomposición de polinomios en factores 


» 

ejemplo 5. Descompongamos en factores 
/ (a) = a 4 — 10a» + 109. 

solución. Advirliendo que a 4 + 1(59 = (a 2 ) 2 + lo 2 y complctau- 
do esta suma hasta el cuadrado perfecto, obtenemos 

/ (a) = (a 4 + 2Ga 2 + 169) - 26a 2 — 10a 2 = 

= (a 2 + 13) 2 - (6a) 2 = (a 2 - 6a + 13) (a* + 6a + 13). 

ejemplo o. Descompongamos en factores 

/ (a, b) = a s + a 4 + a 2 ¿» 2 + b 4 - l b . 

solución. Como a 6 — b a = (a 3 ) 2 - (¿» 3 ) 2 = (a 3 - b 3 ) (a 3 + />'■>) = 
= (a - 6) (a 2 + ai» + ¿» 2 ) (a + 6) (a 2 - ab + b l ) y a* + a*b 2 + í» 4 = 
= (a 4 + 2a 2 ¿» 2 + ¿> 4 ) - a 2 6 2 = (a 2 + ¿» 2 ) 2 - (a¿») 2 = (a 3 + ai» + i» 2 ) X 
X (a 2 — ab -|- i» 2 ), entonces / (a, i») = (a 2 4 ab + i' 2 ) (a 2 — ni» + 
-|- i» 2 ) ((a — b) (a + i») + 1) = (a 2 + ab + i» 2 ) (a 2 — ai» + Ir) (a 5 — 

-i » 2 + l). 

ejemplo 7 Descompongamos cii factores 

/ (a) = a 3 + 9a 2 + 27a + 19. 

solución Es fácil ver que hasta el cuadrado perfecto a la expre¬ 
sión / (a) le falta 8. Por ello, podemos escribir / (a) — (a 3 -f 9a 2 -|- 
4 27a + 27) - 8 = (a '+ 3) 3 - 2 3 = (a + 3 - 2) ((a -|- 3) 2 -| 

-1- (a -|- 3) -2 + ó) = (a + 1) (a 2 + 8a 4 19). 

ejemplo s Demostremos que si a £ N y / (a) = a* -|- 6a 3 -|- 
4 Ha* + 6a, /(a) i 24*. 

solución Representemos G« 3 y lia 2 en forma de la suma de los 
términos semejantes: 6a 3 = a 3 + 5a 3 y lia 2 =- 5a 2 + 6a 2 . Entonces 
/ («) = a 4 + (a 3 + 5a 3 ) + (5a 2 + (5a 2 ) + Ga = (a 1 -| a 3 ) -|- (ñu 3 -| 

-1- 5a 2 ) + (6a 2 + 6a) = a 3 (a + 1) -f 5a 2 (a + 1) 4 6a (a -| I) — 

= a (a -f 1) {a 2 + 5a + 6) = a (a -f 1) (a + 2) (a + 3). Pero de 
cuatro números naturales sucesivos, por lo menos uno de ellos se 
divide por 3, así como dos números son pares, es decir, uno de ellos 
se divide también por 4, por lo tanto, el producto de calos ciialro 
números se divide por 3-2-4. Así, pues, / (a) = 24. 

ejemplo o Demostremos que si / (a) = a 4 (a 2 -| 14) -|- 49, donde- 
a es un número impar, f (a) i 04. 

solución Notemos que / (a) = a 4 -|- 14a 2 -| 49 - (« 2 -I 7) 2 . 
Como a es impar, a — 2n — 1, donde n^N. Estonces. /(«)== 
= / (2n - 1) = ((2n - l) 2 4- 7) 2 = (4«* — 4 n 4 8) ! - 16 (n\- 
— n 2) 2 . La expresión obtenida se divide por 16. Por esta razón, 
para demostrar que / (a) • 64 es suficiente demostrar que («* — n -\- 
4 2) 2 ; 4. Analicemos dos posibles casos: 1) n es un número par y 
2) ii es un número impar. 


Recordemos que el signo « : » significa «se divide por» (sin reslo). 
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1) Si n es par, n' también lo es y, por lo lauto, n* — n -f-2 es 
par, o sea, («* - n + 2) • 2 y, por consiguiente, (/i* — n + 2)* • 4, 
lo quo significa que / (a) 64. 

2) Si nos impar, ir también lo es, pero entonces « s — n es par 
y — ,¡ -(_ 2, también Así, pues, en semejante caso / (a) • 64. 


EJERCICIOS 


Descompongan en factores: 


1. 

5. 

6 . 
8 . 
!). 

lt. 

13. 

1G. 

18. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

25. 

20 . 

27. 

28. 

30. 

31. 
32 
33. 
84. 
35. 
3G. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 
45. 
4G. 

47. 

48. 


« 4 — 1 2. <j fi — 1 3 

a 1 * - 2 u« - 1 - 1 
fl i + a 5 - a* - 1 7 

4b 2 c= - (i / 2 + c 1 - a 2 ) 2 


a* + 1. 4. a 4 - 18a 2 +81. 
<i 4 + 2 a 3 — 2 a — 1 


a* - a 2 b 2 + I - 4 
4 c 4 + 5 a 2 + 1 


10. a 4 + 4a» - 5. 

12 . c 4 - (1 + ab)e 2 + a¡>. 


a 4 + 324. 14. a 4 + a 2 + 1. 15. a» + a 4 + t. 

2 a* + «3 4 . 4a 2 + a + 2. 17. a 4 + 3a J + 4a 2 — Ga — 12. 
(a" + a + 3) (a 2 + a + 4) — 12. 10. a 6 + a* — a 2 — 1. 

2n 2 b + 4 ah* — a 2 c + «c 2 — 4b 2 e + 2be 2 - 4abc. 

(ab + ac + be) (a + b + <) — abe. 
a (0 — 2c) 2 + b (n — 2c) 2 — 2c (a + b) 2 + Sabe. 
n 3 (a 2 - 7) 2 - 30a 24. (a + 6)* - (a* + i-'). 
a 2 M (b - a) + b 2 c 2 (c - b) + a 2 c 2 (a - c). 

8a 3 (b + c) - l> 3 (2a + c) - c 2 (2a - b). 

(n + b + c) 3 - (a 3 + i- 3 + c 3 ). 
a 4 + 0 20. a 4 + b 1 . 
a* + 5a 2 + 3a - 9 
a (a + i) (a + 2) (a + 3) + 1. 


+ 1 ) + 2 (a 2 + l ) 2 


. i* i *-! i ■// i *• 

. (a + 1) (a + 3) (a + 5) (a + 7) + 15. 

. 2 (a 3 + 2a - l ) 2 + 5 (a 2 + 2a - 1) (a 2 
(a — b)c 3 — (a — e)b 1 + (b — c)a 3 . 

(u — b) 3 + (6 — c) 3 — (a — c)\ 

(« 2 + b 2 ) 3 _((,* + c 2 ) 3 - (a 2 - c 2 ) 3 . 
a' + 2a 3 /, - 3a 2 b 2 - 4ab 2 — b 4 . 
a 2 /, 2 + a b 2 + ore + l?c + be 2 + 3abc. 
a 4 + b 4 + c 4 - 2 n 2 b 2 - 2 a 2 c 2 - 2 /, 5 c 2 . 

a 6 + n'+a’f » ! + a + 1 . 

a 4 + 2a s + 3a 2 + 2a + 1. 

a 4 - 2<r»b - 8 « 2 b= - Gab 3 - b 4 . 

a 4 + « 2 + 1-^2 a + 2 44. a"> + a 5 + 1. 

Demuestren que si a £ N, (a 5 — 5a 3 + 4a) : 120. 

Demuestren que si a es un número mutuamente primo con 6 , (a 2 1) : 24. 

Demuestren quo si a £ N , (2a 3 + 3a 2 + o) : 6 . 

¿Con qué valores de la expresión a 4 + 4 es un numero primo? 

n a* ’ 


49. Demuestren que si a es un número par, — "i —8 




24 


es un numero 


entero. 


50. Demuestren que si ag N, 


7 a 3 


5 a 2 


120 ' 12 


24 


12 


-es un número entero. 
D 



§ 2 . Transformíieioiie*! de expresiones racionales 


il 


2. Transformaciones idénticas de expresiones 
racionales 


La sustitución de una expresión analítica por otra idénticamente 
igual a ella en cierto conjunto, lleva el nombre de transformación 
idéntica en este conjunto de la expresión dada. 

Al realizar transformaciones idénticas de una expresión es posible 
la variación de su campo de definición. P.cj.., reduciendo los térmi¬ 
nos semejantes al simplificar la expresión 

** + 3 z-b+Vx-Vx, (l) 

ampliamos su campo de definición: la expresión dada sólo está 
definida con x > 0, mientras que el polinomio obtenido después 
de la simplificación 

x 4 + 3x - 5 (2) 


está definido con cualesquiera valores de x. Las ex piernones (1) y (2) 
son idénticamente iguales sólo en el conjunto [0, oo[. 

El campo de definición de la expresión puede asimismo variar 
después do lo simplificación de la fracción. Así, la fracción algebraica 

* J - 1 (3) 

simplificar por 


do 


(4) 


2 ) 

está definida con x^i, x ^—2. Después 
(x — 1), obtenemos la fracción 

rH-x-H 

r-|-2 • 

•definida con x =£ —2. Las expresiones (3) y (ó) son idénticamente 
iguales cu el conjunto J—oo; —2[ fj 1—2; 1[ IJ ]l; oo(.. 

La variación del campo de definición de la expresión es también 
posible como resultado de ciertas otras transformaciones, por lo 
que, después de efectuar la transformación de la expresión dada, 
siempre hay que saber responder a la pregunta en qué conjunto ella 
es idéntica a la obtenida. 

Una expresión algebraica lleva el nombro de racional si ella sólo 
contiene operaciones de sumar, multiplicar, restar, dividir y eleva¬ 
ción a una potencia entera. 

i'-mnij’i.o i. Simplifiquemos la expresión / (a, b) = — ' 

soi.ur.iON. Representando ab como la suma do los términos seme¬ 
jantes 2 ab — ab, obtenemos 

2a 2 ab — ó 2 = 2rr -f- 2aó — ab — ir = 2a (o -j- b) — b (a -¡- b) = 
= (a + b) (2a — b). 

Entonces / (a, b) = - = 2 a—b. 
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La simplificaciún por a + b se lia realizarlo partiendo de la condición 
de que a -h b U. De modo que. / (a, b) = 2a — í>, si a =£■ —b. 

cj km i'lo 2 Simplifiquemos la expresión / (a) = — 13 ~ • 

solución Después de descomponer en factores el numerador, obte¬ 
nemos (véase el cjem. íi, pág. !)): a* — 10a 3 -)- 100 = (a 2 H- (3a -1- 13) X 
X (o 2 — lia + 13). 


Por lo tanto, ¡(a) 


l<i ; 4- Un -I-121 i<i- — Ctt -P13) 
a J -p(Vi-|- 13 


a 2 —Oa-L 13. 


Como a? -(• üa 13 no se reduce a cero con ningún valor real (le 
a (a 2 (Ja 4- 1.3 = (a + 3) 3 + 4 > Ü), / (a) = a 2 — Ga -f 13 con 
lodos los valoies de a. 

ejemplo :i Simplifiquemos la expresión 


~ ( d--[ 3« + 2 


2n 


t * + 4a + 3^ a’ 1 + 5a -1- U 


i)' 


(« —3)*-|- I2n 
2 


solución Realizando las operaciones indicadas, obtenemos: 
f a-)-342<i(.i4-2) + a-t- I \ 2 <i»-0a-h«)-H2fl _ 

V l«+l)(a + 2U«+3) I ' 2 

i ¿i --|- lia -|-'i «M-fa-l-n _ 

“ \ Ü4 1) (« + 2) Jn -|- 3) I 


(«i-l l)l«+2) (<i + 3) 
t 1 .1--1-3.I-P2 (.1-1-3)- _■> 

11 \ [a J -t- ¿a-\-2){a + ‘á)J ' 2 


Así, pues, / («) = 2 si a # — 1, a =¡£ —2, a =£ —3. 
ejemplo Simplifiquemos la expresión 

/ (a, b, c) = + {h Z c) (/) _7) + ir-,») (f-ft) • 

soluciuN Reduciendo todas las fracciones al mínimo común 
deiiomiiiadoi, obtenemos: 


/(.z, b, c)*= 


a 3 (6 —<•) — fr 3 (u — c) + c í (n — b) 
(a — 0) ib — c) (a —c) 


Advirtiendo que b — c — (a — c) — [a — b), transformamos el 
numerador de la siguiente forma: a 2 (b — c) — b 2 (a — c) -f- 
4- c* (a — id = a* (a — c) — a 2 (a — b) — ir (a — c) 4- c 8 (a — b) = 
= (a — c) (a 2 — b") + (a — b) (c s — a 2 ) = (a — c) (a — &)(« + & — 
— c — a) = (a — ¿>) ib — c) (a — c). 

Así, pues, si a =£ b, a =£ c, b =£ c, / (a, b, c) - i. 
ejemplo s Demostremos que si a + 6-f c = 0, 


a 3 4- ¿> 3 4- c 3 = 3 abe. 


solución Gomo a + & + r - (1. a = —b — c. Entonces, 
a 3 + b 3 4- c» = (-6 - c) 3 + 6 3 -1- c 3 = -{b + c) 3 + b 3 -f c 3 = 
= _(&a -(- 36V + 3 be 3 + c 3 ) -I- b 3 + r 3 = —(36*c -|- 3 be) = —3óc x. 
X(b+c). 
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Poro b -f- c = — a. De modo que a 3 -|- b' |- c 3 -= — Mjc (—a) — 
= ‘¿abe. 

ejemplo o. Demostremos que si a -f- b -f- a = 0, cloude a ?= 0; 
I) #0; c =?í= 0, entonces 



solución. Consideremos el producto del primer factor en la pri¬ 
mera fracción del segundo factor: 


a — b i b — c j c — a 




= 14 


' a ’ b 
b z —hc-\-ac—a x c 


ab 


) _£_ » [ + ( JL=L j. izl) _1_ « 

I a — b M a 1 íi I a — b 

j , c (a — b) — (a 2 — b- ) c 

(ib 


a — b 


n —/.• 




Poro según el planleainienlo a-{-b— — c. Por ello, pirn el 

2c~ 

producto que consideramos, obtenemos 1 -I——. 

aü 

De forma análoga el producto del primer factor por la segunda 
fracción del segunde incluí- es igual n 1 -(- , en tanto que por 

la tercera fracción, l -|-. Sumemos los resultados obtenidos 


H- 


2fL. hl+ 2fl 

«ti ^ ^ be 


+’+T-»+*(í+ 

- 3 -1. + 


abe 



Como « 3 lp 4- c 3 = 'Sabe (vease el ejem. 5, pág 12), 
¡8(,,» + t ,a + t » ) 2-V/c __ fJ 

nbc abe ’ 


lo que teníamos que demostrar. 

En los siguientes ejemplos las transformaciones ¡denI¡cas de 
expresiones racionales actúan no como objetivo, sino como medio 
para resolver problemas en los que se hace uso del método de induc¬ 
ción matemática. 

El indicado método se enuncia de la forma siguiente: 

La afirmación dependiente de un número natural n, es válida para 
cualquier n, si se realizan dos condiciones: 

a) la afirmación es válida para n = i; 

b) de la validez de la afirmación para n — k (con cualquier valor 
natural de k) se desprende también su validez para n — k ■)- 1. 

La demostración según el método de inducción matemática se 
realiza así. Primero, la afirmación a demostrar se verifica para n — I. 
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lista parle lie la demostración recibe el nombre «le base de la induc¬ 
ción. La siguiente parle do la demostración lleva el nombre de paso 
de la inducción- En ella se demuestra la validez de la afirmación 
para n = le 4- 1 en la suposición de la validez do la afirmación para 
n = k (suposición de la inducción). 

ejemplo v. Demostremos que 1' + 2- + 3 2 -|- ... -t- » 2 — 

ii (n-f I) (2n-|- 1) 

' G 

solución. Para jí = t la afirmación es válida, ya que Y í = 
_ 1(1 + 1)12 + 1 ^ Supongamos que ella es corréela con n = k, es 

decir, 1 2 +2 2 +3 2 + .. ■ -f k 2 = k l fc + 1 M 2fc + , 1 ^ . Demostremos que en 


tal caso ella también es correcta con n = ft+ 1, o sea, 

!•+*» + * + ■ • • + **+ <*+ = • 

En efecto, t 3 + 2 2 + 3* + ... + V + (* + 1) 2 = •‘V' + VW + Ü + 

Mfc-H)(2fc+n + 6tfc + l)V .. (fc+l)(2fc* + 7A; + 6) _ 

+ (' c + 1 ) --¡5-fi 

(fc+lHH-2) (2fc + 3) 

“ 6 

Así se ha demostrado la validez de la afirmación para cualquier 
número natural n. 

ejemplo 8. Demostremos que i 3 -l-2 3 -f3 3 + ... + «*= ( 2 ) * 

solución Con n = 1 la afirmación os válida ya que i 3 = 
= ^iüiüj 2 . Supongamos quo es conecta con n = k, es decir, 

13_^ 2 3 -j-3 3 4-. - k ¡ — (—Demostremos que entonces tam¬ 
bién es correcta con n — k- 1-1, o sea, 

1 , + 2 W ... +t - + (.+ip=(ií±i¥i ;m ) 1 - 


En efecto, l 2 + 2 3 -J-3 3 + ... ■+■ & + {k+l) 3 = ( ) -I- 

+ (* +1)-4 4 \ 2 I 

De este modo queda demostrada la validez de la afirmación para 
cualquier número natural n. , 

ejemplo 9 Demostremos quo la suma de los cubos de tres núme¬ 
ros reales sucesivos se divide por 9. 
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solución. Demostremos que 

(» 3 4- (« + l) 3 + (n + 2) 3 ) ; (5) 

con cualquier n natural. 

Ante todo comprobemos si la afirmación (5) es válida con n — i. 
Tenemos: l 3 + 2 3 + 3 3 = 36, pero 36 • 9, por lo tanto, con n = 1 
la afirmación es cierta. 

Supongamos que la afirmación (6) es cierta con n = k, o sea, 
0k 3 + (k + l) 3 + (/c + 2) 3 ) : 9. 

Demostremos que en tal caso también es cierta con n — k 1. En 


realidad, (k + l) 3 + (k + 2) 3 + {k + 3) 3 = (/c + 1 ) 3 (k -I- 2) 3 + 
+ k 3 + 97c* + 27k + 27 = (7c 3 4- (k 4- l) 3 4- (k 4- 2) 3 ) 4- ü (7c 2 + 
4- 3 k 4- 3). Como cada sumando de la suma obtenida se divide por 9 
(el primer sumando según la suposición de inducción, ol segundo por 
contener el factor 9), la suma también se divide por eso número. 
De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos a la 
conclusión de que la afirmación es cierta con todas las n £ N. 

ejemplo io Demostremos que 

(3*’ ,+1 4- 40« — 67) i 64 (15) 

con cualquier n natural. 

SOLUCION. Si n = 1, 3 3 4- 40-1 — 67 = 0, pero 0 ? 04. listo 
significa que con n = 1 la afirmación (6) es cierta. Supongamos que 
ella es cierta con n — k, o sea, (3** +I 4- 407c — 67) '• 64. Demostre¬ 
mos que entonces también es cierta con n — k 4- 1. En efecto, tene¬ 
mos 3 2A+3 + 40 {/c + 1) — 67 = 9 •3 2A+1 4- 407c — 27 = 9 (3** fl + 
4- 407c — 67) — 320/c 4- 576 = 9 <3 2A+1 4- 40 k - 67) 4- 64 (9 - 5/c). 

Cada sumando se divide por 64, por consiguiente, toda la suma 
se divide, asimismo, por 64. Así, pues, la afirmación (6) es cierta 
con todas las n 6 N. 

ejemplo n. Demostremos que 

(n* + 6n* 4- iln 8 4- 6n) l 24 (7) 

con cualquier n natural. 

solución Con n = 1 la afirmación es válida, ya que 1 4- 6 + 11 + 
4-6-24 y 24 : 24. 

Supongamos que la afirmación (7) es cierta con n = k, es decir, 
(7c 4 + 67c 3 + 11/c 2 + 67c) ■ 24. Demostremos que entonces también 
es cierta con « — k + 1. Efectivamente, tenemos: (k + l) 4 + 
+ 6 (7c + l) 3 + 11 (k + l) 2 + 6 (/t + í) = (7c 4 + G/c 3 +1 l/c 2 + 6/c) 4- 
+ 24 (7c 2 + 1) + 4 (7c 3 + 117c). 

Si ahora demostramos que 

(7c 3 + 11/c) = 6 


( 8 ) 
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co» todas las k, quedará demostrado que la expresión prefijada se 
divide por 24. Aillo nosotros ha surgido un nuevo problema. Para 
resolverlo de nuevo hacemos uso del método de inducción matemá¬ 
tica. 

Ante todo, comprobemos si es válida la animación (S) con k — 1. 
Esto es evidente: (1 4- 11) • 6. Sea la afirmación (8) cierta con k = 
= ni, es decir, (m 3 -|- I l/n) • (5. Demostremos que entonces también 
lo es con k — m + 1. En efecto, 

{ni + l) 1 + 11 (nt + 1) = (m 3 + lint) + 12 -f- 3 m (m + 1). 

De dos números naturales sucesivos ni, {ni -f- 1) uno de ellos es 
obligatoriameiilo par, por lo tanto, (/« (ni + 1)) • 2, mientras que 
(3 m (ni -f- 1)) : (i Pero, en tal caso, ((ni 3 + 11 ni) + 12 -f- 3 ni (ni 4- 
+ 1» i 6. / 

Do aquí llegamos a la conclusión de que (/c 3 + 11/c) • 6 con 
cualquier le natural. La afirmación (8) queda demostrada. Así, pues, 
lu afirmación (7) es cierta para todas n£N. 

liemos de indicar que el ejemplo examinado puedo ser resuello 
sin aplicar el método do inducción matemática. 

EJERCICIOS 


5a g a 4 a" -|-a< + q» + 1 

' a 3 — I * «»+a*+a+l * 

r a 1 a* — 2 r , a' — a 3 — 12 

« ,l + 8 * ’'*• «* + 8** + 15 * 

rp 2« 1 H- 7a= 4-1. 3'/ 

• ,,ü - |-3a* + 2 

57 a 1 ■+■ arh 1 -j-h* 


08 

59. 

no. 

01. 

<12 


Simplifiquen lus expresiones: 

I I 2a lia 3 


8a‘ 


l-a 14-a T+a* 1+a 1 i+«® - 

h 1+a H-« s h 1-| a 4 H-a BÍ 1 -l-a 1 ®' 

1.1.1 


1 —a 


1 


a (.i -l- I) + (a I- 1) (« + 2 ) + (a -I- 2) (a + 3) + (a + 3) (a + 4) ^ (a 4 - 4) (a + 5) ‘ 
a , a J -|-a — 1 . a 3 —a — I 2a 3 


a- — 1 


a : *-ii ! + “ — 1 


4 


a 3 4-a*+ « 4*1 a 4 —1 


»■ (TTF'»)(^r- 4 )-(lTF+‘)(TÍF-«)- 

6*4- e*— a 2 


03. 



H-e 

1 

1 


( 


i -I-- 


¿be 


)• 


a ii -j- 1 - 
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1 


(“ — b ) fo —c)^(b —c)(b —a) n (c — a)(c — i.)' 

. b-j-c . c + a 

(6 —c) (c o) '‘{c —a) (a—by (a — b) {b — c)‘ 
a — c a 3 — c 3 / c l+c 

a 3 b— be 2 \ a — e c 


a 2 4 -a < ? + r a 

_Ü_ + _L 

T 4¡ , 2 


86 3 46 3 


64 

65. 

66 . 

67. 

68 . 

69. 

70. _ 

( a __6)3 + ( í ,_ c) 3 + (c _ a) 3 

71. Demuestren la identidad: 

b—c , c—a 


1 


)■ 


c (1 -fe) — il 
be 


1 


a 3 +2ab-¡-2b 3 a 3 — 2a6 + 26 3 4b 1 (a 3 -f 2b 3 ) + 4b 2 (a 1 — 26 a ) 

a —6 b — c c — a (a — 6) (6 — c) (e — a) 

a + 6 b-f-c ^ c + a ' (a + b) (b + c) (c-f-a) * 

a 3 b — ab 3 +b 3 c —bc 3 + c 3 a—ca 3 


a 2 6 — ab 3 + b 3 e — be 1 4* c 2 a — ca 3 ' 
(a 3 — b 3 ) 3 + (b 3 —C 3 ) 3 + ( C l^ a 3)3 


a — b 


(a— b) (a — c) ' (6 — c) (6— a) ' (c — a) (c —b) a — b ' b — r' r —o ' 

72. Demuestren la identidad: 

ai (d-6) (¿~c) (d —c) (d-a) gl (d-a) (rf-6) 

(a —6) (a —c) ' (b — c) (b —a) ' (c — n) (c—b) 

73. Demuestren que si a, b, cg/í, de ¡a igualdad (a —b) 3 -f(b —c) s -|-(c—a> 3 = 
= (a + b —2c) a +(b-f-c—2a) 3 + (c+a—2b) J se deduce que a = b = c. 

74. Demuestren que con ag 7í (a — 1) (a — 3) (a — 4) (a — 6) +1(1 es un número 
positivo. 

75. Hallen el menor valor de la expresión (a — 1) (a—3) (a—4) (o — 6)-f-10. 

76. Demuestren que si a + b + c = «, a -l±Í* + «». =; + c» , _<*.» + ¡>* + c 3 . 

5 3 2 


77. Demuestren que st a + b-f-c = 0, 


a-+b' + c‘ a* + b*-|-r‘ a 2 -(-b 3 + c= 


78. Demuestren que si ff-f+i-l y £+£+$ = *• 


79. Demuestren que si 


b — c 


b ^ c, entonces 


a — b 
c 


donde a b, a c. 


= 0 . 


(b — c) 3 1 (c — a) 3 r (a-b) 3 

80. Demuestren que si n + b-fc = 0, a s (b 2 + c a ) + b* + + (c s b*-|-ii E ) = 

(a 3 4-b 3 -)-c 3 ) (a 4 -f-b 4 + e 4 ) 

“ 2 

Las siguientes identidades han de demostrarse según el método de induc¬ 
ción matemática*. 

81. 1-2 + 2-3+... +n(n+í)= "<"+0 (» + 2) 

• * o 


* En I 03 ejercicios 81—119 se supone que n £ IV. 


2-0204 
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(*—!-) (-—*-) • • - -=rr- 

3. i-4 + 2 7-| 3 1Ü+ ..+zi(3zi+l) = n(n + l) t . 

*■ f 1 T ) ( 1 - t) ( í_ ^r) ■ ■ ’ ( 1 l«-H D* ) 


.82 
*83 
84 

. 85. 1-1H-2-2I+ .,+»«! = (/«+1)1 — 1. 
8G 


n + 2 

2/t + 2' 


_!Í_+J_+A+ 

ll t 2l + 3l t, “ 


n — 1 


zi! 


= 1 — 


- 87. 
88 . 

89. 

90. 

I 91. 

92. 

93. 

94. 

95. 
9G. 

97 

98 

99. 

100 

101 

102 

103 


Jl+il. 

1 -3^3-5 


n* 


ni 

«(« + !) 


1 


■4 


(2zi—1)(2»+1) 2(2/i+t) * 

/l 


«(« + !) 


TF5 T á-5-7 ^ (2n-l)(2z«+l)(2rt+3) 2 (2n + l) (2« + 3) 

_. ___1__ i | i _ 1 / J_í_ \ 

1-2-3"* 2 3 4' ' ' ■ "*" ,i (n + l)(n+2) 2 ' 2 (zi+1} (zt +2) ^ 

I 2-3+2-3 /. + ... + „ 1 „ + l) 1 .+2)- " 1,l+11( “ 4 +2l(,1+3 - ! . 

2.1- + 3-2-+ . +(.+!) n* — M-+»(»+ai3..+ lL, 


1 1 

1-2-3-4 '2 3-4-5" 
1 / I 


. ..+ 


» (» +1) (« + 2) (n+3) 


= J_ ( J_ 

3 \ 0 


l'*+1) («-(-2) (;i + 3) 


)■ 


x n*¡ _1 

[+;c + .ri + ...++> =— j— j— , donde x =£ l. 

7 (I0 n * 1 —9« — 10) 
7 + 77+777+... >777. ..7= -gí-” 

ii cifras 

(ii + lHn+2) .(/• + «) = 2"-l-3-5- ..-•(2re —1). 

. _L L J_J_L +_L_. 1 1 

1 2 3 4 1 • ‘ ■ + 2/1—1 


2/i zt+1 


+ ...+ 


2n * 


Deduzcan las fórmulas para las sumas: 

- 1 

1-3^3 5 


5.. = A + ^+ •-•-!- 


S "=i L 4+4 1 7- K --- 

c —L + _í_+ 

*"“l-5 + 5-9 V ’ ‘ ‘ 


S „ = 


1 


1 


(2/»-l) (2/i + D - . 
1 

"(3/1—2) (3/i+l)‘ 

" (4/1-3) (4n + l)’ 

1 


1 O"' ti• 11 ' (5/t — 4) (5n + l)' 

S„ = l* — 2*+3* — 4 a +••• + (-I)"" 1 "’- 

Demuestren las identidades: 

í-fn + iUnM + ní"* 11 

(i-*) 3 


r + 2x I + 3x J +.-. + na: n = ' 


« +1 , « + 3 . o + 7 (a -l M 2 ^-n_ 


, donde i^l. 

J2; 

2 n 
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104 


_J_ L__i_-U | 2 “ _!_|_Í-—- 

■ l +a r+i+x*' h l+** + - * ' + l+x 2" l-*a" 


donde 


1 * 1 * 1 - 


105. - 


1 r — x- 


l — x í 


l-x 


l r 1 — r» 1 - - 

«»- (—-s-)‘+(-*-^) a +-- ¿-r- 

“«-¿ii'-’-i)- 2 - 1 - 

Demuestren la validez do las afirmaciones: 


donde I x\ 1. 


i-x~ 


107. (6 ,n —1) i 35. 103. (4"-M5n—1) i 9. 

109. (2 intí + 5 n> 3' 1 **) : 17. 110. (Q»» + 3»* i + 3'*) : 11. 

111. (3* n **—8n—9) : 64. 112. {3 ln4I 4-5-2 a "*') i 19. 

113. (2 Tl » 6 -3 J,l -h5 ;,,, * t ) : 37. 

114. (7"*«+8*' ,t <) i 57. 115. (t I"* 3 -)- 12 5 "* 1 ) : 133. 

IIG. (2 n ’ i -3 ,, -|-5«—4) i 25. 117. l5 ; »*H-2 ,, 'H-2 ,, * l j i 23. 

118. (3 sn+ * ■5*"—3 s,,4i ■2* n > • 105.3. 

119. (n»-|-3»i ik +6« < - 7;«’ —2/i) : 24. 


§ Transformaciones idéulicas de expresiones 
irracionales 


Las expresiones algebraicas en las que hay extracción de la raíz 
de la variable o bien la elevación de ésta a potencia racional frac¬ 
cionaria, llevan el nombre de irracionales con relación a dicha varia¬ 
ble. 

Recordemos la definición de raíz aritmética. Si a 0 y n £N, 
n > 1, sólo hay un número no negativo x tal que se realizo la igual¬ 
dad x' 1 = a. Esto número x so denomina raíz aritmética de n-csima 

potencia del número no negativo a y se designaron "/a. 

De lo dicho se desprende que la igualdad )/49 = 7 es cierta, en 
tonto que los igualdades Y 49 = —7 o bien Y 49 = ±7 son incier¬ 
tas. _ 

Si n es un número impar mayor que 1 y a < 0, por ’/ a se entiende 
semejante número negativo x que x" = a. 

Si n, k, m£N, a^0 y b^0, entonces: 


1 ". Yab = ya- n /b. 

Esta propiedad se propaga al producto de cualquier número de 
factores, p.ej., 3 / 8 • 27- 1 25 = Y8 - 3 / 27• 3 /Í25 = 2 - 3 5 - 30. 


2 a . 



si Ó=*0. 
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OBSEBVACION. Si a < O y b < 0 las propiedades 1 B y 2 a toman la forma: 

n —r »i/-■;—r n r - . —7 ’ 1 a y'' \ a \ 
y ab=y \a\y [b\,y t = 

3°. c/at^vá\ p.oj., iy*f=yT&p=yá*. 

4 n - Vyá= "*/«• P-ej- Vya= lz /ñ. 

5°. mn /^ = n /¿\ p.cj, 

OBSERVACION Si los índices do las raíces son números impares, las propie¬ 
dades I o —5 a también se realizan para a < O, b < 0 y para ab < 0. 

Recordemos otra importante propiedad de la raíz aritmética: si n es 

un número par, es decir, n = 2k, tiene lugar la identidad ~"/a~ k = 

= | a |, p.oj., V(V 3-2> = | V3- 21 = 2- 1+3. 

Recordemos la definición de potencia con expolíenle racional. 

1) Si a=¡/= 0, a°= 1. 

m _ * 

2) Si 0, « n = /a m (h, m son números naturales, 2). 

3) Si a> 0, a- r = -^r (r es un positivo racional). 

i 

4) Si a<0, o -m =a m * 

Enumeremos las propiedades fundamentales de las potencias con 
exponentos arbitrarios racionales: 

I a . a r -a J = a r+ \ 

2 a . (a r y = a r> . 

3 a . (a¿>) r =a r + r . 



5 a . 4 

a $ 


: íT 


donde a>0, ó >• 0, rys son números arbitrarios racionales. 
ejemplo t. Simplifiquemos la expresión 

¿ = (>'32 + 1/45-/98) (/72- V 500-/8). 


SOLUCION 

dados: 


Primero simplifiquemos cada uno de los radicales 


/32 = VW2. = 4 yi , >'45 = y 9^ = 3 /5, /98 = /49^ = 7 / 2, 
y 72 = > r 36^2 = 6 1+2, y5Ü0 = /100+5 = 10 / 5, 

ys = y+2-2V2. 
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Después de esto la expresión prefijada toma la forma; 

4 =(4 y 2 +3 y 5—7 y 2) (6 y 2 -ioyó -2 yüj= 

= (31/5-3 y 2) (4 l/2— 10 y5) 

Después, obtenemos: 

A — i2 yTO —24— 15030 yi0 = 42 y JO-174 = 

= 6 (7 y 10—29). 

ejemplo 2. Simplifiquemos la expresión 

a=z 2+yá. / 2+y 2+y 3 . i/ 2+v / 2+v / 2-i-y3x 

x]/2— K 2 + y2+l/3- 

solucion. Multipliquemos primero los factores tercero y cuarto: 

2 — V 2+V2+ y 3- l/2 4-1 // 2+ y 2 -f V 3 -- 
= 1 / 4—(y 2 y 2+yt) z =y 4—(2+y 2 + y3)= 

=v 2 -y 2 +y 3 . 

Multipliquemos el resultado obtenido por el segundo factor: 

V2-V2+V3. V 2+y 2 +yi= V (yí+yi) 2 - 

= y4-(2 + y3)=y2 + y3. 

Multipliquemos este resultado por el primer factor: 

V 2-y3.y2 + y3 = y4^(y3y = y4-3= l. Así, pues, A= 1 . 
ejemplo 3 . Simplifiquemos la expresión /1= y' (2 — y 7) 4 . 
solución. De acuerd o con la propiedad 5 a de los raíces obte- 
nemo s A — y|2-/ 7[. Por o 2-y7<0 y, por lo tanto .1 — 
=y_(2-y7)-/y7-^2. _ 

ejemplo 4 . Simplifiquemos la expresión A = V 27 — 10 y 2. 
solución. Está claro que ia expresión so simplificará si resulta 
que bajo el signo de la raíz tenemos el cuadrado perfecto de la dife¬ 
rencia entre ciertos dos números. Representemos 10 \ 2 como el 
producto doble de dos números, la suma de cuyos cuadrados sea 
igual a 27, es decir, 10 Y 2 = 2 -Y 2 -5. 
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Do osio_ modo, A = V 2 - 2 ]/ 2- 5 + 25 = V ()/ 2 - 5)* = | Y 2 - 51 

y como ]/2 — S<0, /I = 5 — y 2. _ 

ejemplo s. Simplifiquemos la expresión A = V $ Y 3 —liy 2 . 
solución Razonando como en el anterior ejemplo, escribamos el 
radicando en forma del cubo perfecto de la diferencia entre dos ciertos 

números. Tenemos 9 ]/ A 3 = 3 Y 3 + 6 Y"3= (V 3) 3 + 3* V 3. (1^ 2) 2 y 
11 Y2 = 9 Y 2 + 2 Y 2= 3 {Y 3) 2 -/2+ (/2)>. 

De esta forma, 

A = V (V 3)3- 3 (V3) z ]/ 2 + 3 ]/3 (K2) z - (V2)3 = 

-’Mys-ysr-ys-yz. 

ejemplo o. Liberémonos de la irracionalidad en el numerador 
do la fracción /l ——!-. 

í 2-1 

soluuon Multiplicando el numerador y denominador de ^frac¬ 
ción por el «cuadrado no perfecto» de la suma de los números ^2 y 1, 
obtenemos: 


A = 


(í 2)H-V1±1 


3 /4-b? 2+1 _ 3 /7 

•J o 


(¡’ 2—1) ((j 2)* + í' 2 +1) (? 2)’ 1® 


= 3 /4+ ? /2+ 1. 


ejemplo 7. Liberémonos de la irracionalidad en ol denominador 


3 

tío la fracción A = -^ 

14- Y 2 — rJ ^ 

solución Liberémonos de y 3 en el denominador. Con este fin, 
multiplicamos el numerador y denominador de la fracción por la 
expresión adjunta al denominador: 


A = 


3(1+ V 2+ I 3> 


3[\ + Y'¿+\'3) _ 


(l + Y i- y 3) (1 + V2+ Y 3) (t-M^2)*-3 

f ■> i i/”í 


3 (I +1'2-1- V 3) 

2 Y 2 


Ahora, nos lilieramos de \!2 en el denominador: 


A = 


3(1 + Y 2 A- 1-^3) Y 2 

2 Y 2 - /2 


3 (/2 + 2+/0) 
4 


evo 


ejemplos. Calculemos la suma V 20+ ^ 392 + y 20 —1/392. 

solución. Hagamos A ••= V 20 + V 392+ / 20— Y 392 y el 
mos al cubo los dos miembros de esla igualdad. Obtenemos: 

(20 +y 392) + 3 (*/ 20 + y~ V 20 -yM + 3 V 20 + yW X 
x (V 20 — V 392) 2 + (20 - V 392) = <4 3 , 
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o bien 40 +-¿ 3 V 20 + V 3U2-V20-- V 3 92- (r 2»j - V *'2 + 
+ V 20—Y 3Ü2,' — .4 3 , donde 20 + ^392 + V 20- y 392 = A. 

De esta forma, oblencmos: 40 + 3 V 20*—{ 3 ‘ 303.1*• A - .l 1 , 40 + 
+ (>/l = /l 3 , A 3 —6/1-40 = 0. 

Pero /i 3 - 6/1 - 40 = (/l 3 - 4,1*) + (4/1* - 16,1) + (10/1 - 

— 40) = /l* (A — 4) + 4/1 (/I - 4) + 10 (/! — 4) - (/I — 4) X 
X (A 1 + AA + 10). 

Como A 1 + 4/1 + 10 = (/l* + 4A + 4) + 6 = (A + 2)* + 
+ 6 0, la igualdad (A — 4) (/l* + 4,1 + 10) - 0 sólo se realiza 

con A = 4. 

Así, pues, 3 /20+ V 3Ü5+ Y 20- ]/ 302 = 4 
ejemplo o. Transformemos la expresión 

/ (ti) = / a* — 4a + 4 + )/ a* + 6a + 5) 
a la forma que no con licuó Jos signos do la raíz y del módulo. 

solución. Como \ f a? —4a+ 4 = j/ (a — 2) ¿ - \ n — 2 ¡ y 
V a* + lia + ü - y (a + 3)* - | a + 3 |, /(a)-|a —2H 

Los punios a t = —3 y a.¿ = 2 dividen la recta numérica en los 
intervalos )—oo; —3[, (—3; 2( y [2; <x>|. Analicemos la expresión 
prefijada en cada uno de estos intervalos. 

Con a < —3, tenemos: | a — 2 | = —a + 2, | a + 3 | - —a — 

— 3, o sea, / (a) = —a + 2 — a — 3 = —2a — l. 

Con —3 ^ a •< 2, tenemos: | a — 2 | = —a + 2, | a + 3 | — 

— a + 3 y, entonces, / (a) = —a + 2 + a + 3 = 5. 

Por fin, con a ^ 2, tenemos: | a — 2 | = a — 2, | a + 3 | = 

= a + 3, os decir, / (a) = a — 2 + a + 3 = 2a + I. 

Í —2a — 1, si a <— 3, 

5, si 3<Qa < 2, 

2a + 1, si a>2, 

ejemplo io. Simplifiquemos la expresión 

/(«. i )=|/'+-+! l '¡- /++- 2 

donde 0, 6> 0. 

SOLUCION, /(a, ó)=]/ = 

i /á+fci-i yi-b\ 
l'b 
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Como a>0, b > 0, y r «+6>0 y, por lo tanto, \ /a-\-b 
Ya-ifb. Esto significa quo 

Vñ + b —| y ü — 6 I 


/(«. &)> 




Ahora liemos cíe analizar dos casos: 1) j/a — b^O, 2) a — 
- 6 < 0 . 

En el primer caso, leñemos; | \ a — b\ =V a — b y, por con- 
signien te, 

/(*, 6 ). ^+"-,^± 1 «, 2 / 6 . 

En el segundo caso |)/a — ó| = — (j/a — b) y, por lo tanto, 

/ó+ 6+ y'a — b _ 2 Yób 


fia, b) 


Así, pues, f[a, b ) = 


Vi * ’ 

2 /ó, si Va > ó. 


2 Vnb 


, si y'o < b . 


ejemplo ti. Simplifiquemos la explosión 

solución. Realicemos las translormaciones por operaciones. Preci¬ 
samente, simplifiquemos consecutivamente las fracciones entre 
paréntesis. Tonomos, 

., ay/h-2ay'~S+V¿*b i Vá* C/H*— 2 Vrt+V~b*) 

’ ya-Vú V2<y¡-v¡) 

= = Y» iVá~yi). 

ya — yo 

A continuación, 

2 ) 

Ahora, 

3) Y a {Ya— V b) + 3 / áb = 3 / 

Y, por fin, 

4) 3 /f7 2 : 3 /?- 1. 

Así, pues, / (a, i) = 1. 


Va'b —YabJ _ y ab ( 3 /a —)/T) _ y ^ 


3 /— J rr 

x a—y b 


r l-Yb 
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ejemplo 12 . Simplifiquemos la expresión 

/ w -( v .+ Wr ? + - 7 r ^ grH <+ i 

solución. Liquidémosla irracionalidad en el denominador, prime¬ 
ro en la primera y, a continuación, en la segunda fracción. Tenemos, 

i> i _ yi-yr+i _ Vi-^STi _ 

; Y~a+Va + l (/« + /« + !) (l'í-'/a + l) «“1» + *) 

= Y a—Y a. 

0 , i _ VZ+Vj = í_ _ _ - 

' /S —/a-i (/a-/a-l)(/¿+/a-l) a-(a-l) 

-- /n + /a— 1. 

Así, pues, 

3) -- 1 .—+ ■ *■ 

' /a+/a + i Y a-Va— l 

A continuación, 




Y, a continuación, 

5) (YTYi+Y~iy- 

Así, pues. 


/a-l + /«+l 

/a-1 

j(a)=Y~l. 


= ]/«- 1 


ejercicios 

Hallen los valores de las expresiones: 

120. 2a 3 -5a6 + 2b i con a=/G+/5 y 6=/6-/5-_ 

121. 3a 2 +4a6-36 2 con a= V ^ l y 6 = ^ ■ 

/5- /2 /5+/2 


122. 4cv> + 2a 2 -8a + 7 con a=-|-(/3+l). 

..... a + 6-l . /í+1 L VTg+\ r x 

123. ■ con a=— 7 =- y 6 =— 7 =-. 

a —6 + 1 V xy+ 1 /i}-1 

/a+x+/a —1 2 a 6 

124 ,- con í = rrij • 

Ya+x—V a—x J + 6 

i ! ¿1 

12 r ). 2 a (1 +x J ) Z (x+(1 +x*)V l con x=-i- ( (ai" 1 ) 2 - (fcr >) 2 ). 
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Simplifiquen las expresiones: 

12G. V7 +4 Í'3- 127. 7 3-2 /l 

128. (V5+2 v ü-1 y5 —2 /ó)- — . 

129 - 2+ / 5 | - 2 ~ / 5 130. y4 y2+2 I 7 6. 

v'2 + y2-(- 1' 3 /2-y 2 - v'3 

131. VFWM 132. y 28-16 /J._ 

133. /i7-4y¿+4 I 5- 134. 3 + ^5—Vl3+/«• 

Libérense de la irracionalidad en el denominador de la fracción: 

135. ,3Ü - 3 ~7c^ v T- 

j 5—» ¿ i lo— r / 

y ' /, 5+ 1 3 1 

37 • y,/ 5 -yl' ’ ‘+/ 2 +y 3 * 

139 - jTíyfiT+j 7 !- u,iL /T 44 -J/ 2 T+ i / í5+ kfí ■ 


J41 ‘ 1 2+| 4+78+2’ l42 ‘ y i/2+J 3' K ‘ 3 ' 2 /2 + 2 /í- l'Ü-2 * 

Comprueben las siguientes igualdades: 

144. y¡ 8-V /2+7 _ 1 

y j/g+y /2—i—y*/»—y ys— t ,/2 _ 

,..-„ . 2 ? 2 /20+12 /a 

145. 7 2Ü-|-15 )' 3 (2- V 3) = 1. 146. 1 + y= =- 2 ~+~V3 -' 

V' 5-2j~G• (5-1-2 /Ó) (40 ~ 20 l'o) _ . 

/27—3 /18 + 3 y 12— 1^8 
/ r.+ 4 \'2 6-4 1^2 V 2 „ 

i/ ‘ 8- \ ,/2+yii+4 y 2 _/2-y0-4 /2 > = 

“• ( 7 ra^-T ^)" (13 - 45 5 - 2V3>H455=4 - 

i5i. y5 r’ 2+7—y 5 j/2-7= 2 . 

Demuestren las identidades, i tul ¡cando el dominio de su determinación: 


li “T 1 ^ 

152. — 2 r & ¿ a 1 — 4a + 3 v ’ 

a 3 — 3.7 n 3 —n 3 
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153. Vña (5 + 2 \ /! &)‘Vz /2a-2 |'3a = 1 

V Y 3 - /S • r / 8 4- 2 /Í5-|- J « 


/ C«. 


10 ''*- 


i a* ¡-, 2n -| , t 


V I / 2I+ ] / 12 G / 8-2 I'15-2)'2a + *.v 2 ~" 

, 55 . ((i iH-y'ó) 2 —({ ü —y ó) z )" — (10a + 45) , 1" /S-3 »'h 


4a — 6 


-.(■+v)*+«-("+) ■ 

Doruueslren las identidades: 


2 I »+ 1' ¿' 
2 \2 


- I 


157. 


a» + 2a —3 + (a + l) /a 1 -9 /e + 3 


a 3 —2tt — 3+ (a — 1) ]V—'9 l'a-3 

7a^=4 . ,/J 


, si a > 3. 
a 2 —4 /2a-|-4 


158. j/ZS+j/^+j/ ^-l/ 

159. ( ]/(*’ +1)}/"l+¿-+Í/(**-l) ]/l--~)"“= 


, si a í* 2. 


l « 




2 


, si i > 1. 


1G0 

101 

102 . 


Simplifiquen las expresiones. 

• ( X «"■"' S +«°’ 7S ) 2 —« l *‘ (1 +«-*•»). 


/ }•' ab — Yab . 1 —y ab \ f ab 1 —y ab — 

' 1 — Y <*b y r ab ' 1 + f a } b J Y ab 

ni -j- a . / wt-|-n |_ n _ w \ 

Y* \ Y mu m — Y" ,n /mn + n* 

3 f i±±Ü_4-_ l —i _\ í l/ J 1 L\ 

l ^ |/r^5_, + a ; « 3 « r 

2 _¿ 

I , //n®. 6 —nM , II ». 6 \ - 5 

• 'l ;u».» + m®.*_«».*/ 

•2«/i- f4(/ T-V t) 2 ; ( 4(/ T-/t) + 

4 - 1+4 (j/ ]/ r 4 ) 2 ) ’ do,,(,ca> "' , ’ >a 

( ,ax -* j —^ _ ) ~ 2 - lV + 8a + 10. 

\ /a— 4 /a -1 


4, aí> 


1 — y aii — 1' ab 


103 


104 

1G5 


100. 


-■ (/(^0^/(r73+ 1 )* 1 ) = (V / (Í75- í ) 
- ^(r7l +1 )" 1 )’ d0,,dL ' a>n - 6> "- 


- 1 
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/ (Mí'i+« \/ gg! _ y l -v i 

V 4-8 a + Aa 1 ) V \ 


3a Va 

2 yr^> 


(1— “1* 1 

(1 -fo) 4 (1 —a) 

3 r- 
2(I-M* 

2 

1 —-—-' 

a-\- Ya 2 — 1 

VV+! 

a— V' u 3 —1 

•E 


(t -») /!±M 1 


m • 


& ((Ti } : 

' ' j' a 3 -|- r a 2 b ' 

/ 1 Sb-Váb* _ a+b \ (y- a _y- b )-*+y- a . 

\ V?—Vb*> w . _ 

¡ „ — 2í, ( i ^ . aVa + bY'Zb+b] a-\-a/U 

l»/S5_{TP + VJ'+r SP+l'ifcb / * a + 6 

[ a -b)*(Vá+\'b)- 3 + 2aVZ + b Vb 3 ( y áó — a)^ 

" a /á + b VI a ~ b 

' -I 


I 

l _ 1 2a 5 -2 

T-i-'~~í I 2 l_ 

,3_ a í + l „3 + a 5 + l a 3 -« 3 -H 


/ * b ({ a i 6)-H2, ab / . / b_ , ,\ 1 i 

\ (í T+T b)- KV a \ x 

f (a+b)(J-bh-'-a'Zb-i (6 5 -«"v ) +2 ./í. 

V (] ' a + ; "6) (V b+\Jb - 2 1 «) 1 

(/ab — ab (a-(- V ab )-¡^5-• 

/ (d —Ir 1 „ l+a(«~2) . i/_i- 

(—^3- a-a) l j- B »_ a+1 K (a-M)=- 

11 1 _ 
/ 46’+2ab I0V W 1 „- 3 \ _ 2 ,/2a 

U_K.W,3 ~ ^S5 ~ ÍM / ^ ^ 


3 3 

( ib 2 -\-2ab lG*b= \ / _1_ ( 

\ y'Aa z b- — 8a6» _ ^4a s 6—8afc* ' ' 2al> 

•' i 5 — ® jV-ri'rt'-l a b / , 'ñt» + *- , 'o I6 \- 1 


f 46^ 4~2( 
\ y'ínV," — 


fl , r , O~ 
y 1+ i " 


a 3 b‘ — ® a 6 / i al' J + I o 10 \ 1 j 

ñ ' a— l al-Ya 


181. 
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§ 4. Transformaciones idénticas de expresiones 
exponenciales y logarítmicas 

Recordemos los datos fundamentales acerca de los logaritmos 
necesarios para resolver los problemas de este párrafo. 

Sea a un número positivo distinto de 1. El número x recibe el 
nombre de logaritmo de N en base a, si a x = IV. 

P.ej., log,, 16 = 4, ya que 2*=16, log^j-^-= —8, ya que 

0^3)-® — . En genoral, log 0 « r = r. 

De la definición de logaritmo se desprende que, primero, la 
anotación x = log a N y a x = N expresan una misma dependencia 
entre los números a, x, N\ segundo, el número N debe ser positivo; 
tercero, si a > 0, a=£\, N > 0, entonces 

a ]0K *" = N (I) 

En esencia, la identidad (1) es la anotación matemática de la 
definición de logaritmo; además, le dan el nombre de identidad loga¬ 
rítmica fundamental. 

Para todo número positivo N y cualquier número positivo a, 
distinto de 1, sólo existe un número real x tal que x = log„ N. 
En particular, de aquí se deduce que si A r , = N iog a TV, = log 0 N 
donde > 0, N 1 > 0. 

Recordemos las propiedades fundamentales do los logaritmos: 
Si^TVj -N 2 > 0, entonces 

I*. log a [N , • N 2 ) = log 0 1 | + iog„ \N t \. 

2 ; ’. loga == i°g a |/V, | — log a |A'ü|. 

Si, cu particular, iV t >0, iV 2 >0, |Ar,| = /V',, |A'.>| = Afo y ol>- 
leuemos: iog a (lV,-A r 2 )= log a N t +• log a A'j, log u - lug a A’, — 

— loga AT,. 

3 a . Si iV > 0, pgjR, log a N» = p log a N ; si N=£0, ¡i = 2m (m = 
= ±1, ±2; ...), ]og a ^ = plog„|rY|. 

4». Si lV>0, ¿>>0, 6=jM, lo go jV=-^. 

Esta identidad suele ser llamada fórmula de transición a una nue¬ 
va base. En particular, con N = b, de ella se desprende (pie 

logci^ — logj, a • 

5°. Si N>0, n^fí, log Q N = log Q pAA*. 
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Examinemos algunos ejemplos. 


EJEMPLO i' 


Calculemos 


4‘j , --r ,0c ’ i5 


solución Haciendo uso do que 49 = 7 2 y de que al elevar uno 
potencia a una potencia los expolíenles se multiplican, obtenemos: 


2 — 

< 


y IUB.25 


E) exponento se puede transformar del modo siguiente: 
2 —i- log, 2 5 - 2— log, 5 = log 7 49 — log 7 5 = log, -y . 


4 0 

Así, pues, 7 2 - l0fi,2j __ 7 luc ' s Poro de la identidad (1) se 
'•9 


l i( , _io_ 

deduce cine 7 ' 5 = 


,, . ,.»> —r 

¡Ja modo que 49 * 


■ 9.8. 


ejemplo 2 Calculemos log 25, si log 2 — a. 
solución Tenemos log 25 = 2 log 5. Expresemos el número 5 
con los números 10 y 2 (es decir, con la baso dada y el número cuyo 
logaritmo es conocido), empleando las operaciones de multiplica¬ 
ción, división y elevación a potencia. Como 5 = y, 2 log 5 = 


= 2 log y = 2 (log 10 - log 2) = 2 (1 - a). 

ejemplo 3 Calculemos log 3 18 si log, 12 = a. 
solución 1-er procedimiento. Como en el anterior ejemplo simpli¬ 
fiquemos log 3 18: 


log, 18 = log, (3 ! -2) = 2 + loga 2. 


Esto significo que debemos calcular log 3 2, sabiendo que log-, 12 = 
= a. Expresemos el número 2 con los números 3 y 12 (la base dada 
y el número, cuyo logaritmo es conocido) haciendo uso de las opera¬ 
ciones de multiplicar, dividir y elevar a potencia. 

Tone mus: 2= j/'-íp, entonces 


loga 2 “ lo <?3 ]/ = -J (logj 12 — loga3) = Y( a ~~ !)■ 

Así, pues, loga 18 = 2+ a - . ¿ 1 = -^y^- • 

2-do procedimiento. Tenemos: log n 18 = 2 + log 3 2. Introduci¬ 
mos la notación log 3 2 = x, entonces log 3 18 = 2 + x. 

A continuación, log 3 12 = log, (3-2 2 ) = 1+2 Iog 3 2 = 1 + 2x. 
De acuerdo con ol planteamiento log 3 12=a, por lo lauto, 
l+2r=.7, de donde x — ~ - . 
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De este modo, log 3 18 = 2 + t = 2 + a -. ¿ 1 = 11 ) ¿ ° . 

ejemplo 4. Calculemos log 10 16 si log l4 28 = a. 
solución. Empleando las fórmulas 5* y 3 o , obtenernos: 


logro 16= logjz-fg V16= log, 4 = 2 log 7 2. 

Introducimos la anotación log 7 2 = x, entonces log,, 10 = 2x. 
A continuación, tenemos: 


I qq log- 28 _ log; (2 3 -7) _ 2 log- 2-Hog; 7 _ 2i-\-\ 
10gu">— log. j/, — log. (2-7) log, 2+log ; 7 x + t ‘ 

Como según el planteamiento log 14 28 = «, el problema se redu¬ 
ce a lo solución do la ecuación —■ - = a, de donde hollamos 


Así, pues, log 40 16 = 2x = — n 

ejemplo 5. Calculemos log,,60 si log a 30 = «, log, 5 24 = ó. 

SOLUCION. 


1 en _ logj 6 1 _ lo g; (4-3-5) 2 + log,3+lnB; 5 

mg 12 ou = füg^ 12 log, (4-3) ~ 2-1-log, 3 


log„ 60 


Introducimos la 
2+x+V 


anotación: log,3=x, log, 5 = y. 


2 + x ■ 

A continuación, tenemos: 


Entonces, 


a — log 6 30 = 
ó= log 15 24 


log 2 30 _ log, (2-3'5) __ 1 + r-|- y 
log, 0 log, (2-3) H-* 

iog 2 24 __ log, (8-3) _ 3 + J 
log, t5 log, (3-5) x y" 


Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 

l + «+y 


de ecuaciones: 


t + * 


i + 3 


= b. 


Con este sistema hallamos: 


b + 3 —«b 


V- 


Enloncos log,, 60 = 


ab — 1 
2ab-\-2a — 1 
ab + b +1 


■¿a — b — 2+ab 
ab — 1 
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EJERCICIOS 

Calculen: 

182. a) log„ log, log; 16, b) — log, log, V */3\ 

c) log log Y\ To. 

I°ül2i 3 loggi 5 



184. a) 36 1 o 8- & _j_ tO 1 -loa 2 —3 ,0 «- 36 ; 


_i_ 4 

b) 8l‘ 0,í,:1 4-27 l0 * ,36 + 3 l0g ' ®. 

185. log (2 —log, j Tlog^jy) . 

3 

18C. log, 7-log, 5-log, 4+ 1; b) log a 2-log, 3 log s 4-log s 5-log, 6-log, 7, 
187. a) 2‘°K* í, -5 l08 ' z ; b) 3^'°*" 2 —2 l/ " í °*> 1 . 


Calculen: 

188. log 1250 ai log 2 = 0,3010. 

180 . log 100 40 si log,5 = a. 

190. log a 16 si logj, 27 = n. 

101. log, 5 Si log, 2=a, log„ 5 — b. 

192. log 35 28 si_log u 7=a, logia 5 = 5. 

193. log^- Y a Sl *°8o 27 = b, a > 0, a =£ 1. 

194. log a 3.38 si tog 2 = o, log 13 = b. 

195. log, 3C0 si log, 20 = a, log, 15 = b. 

196. log,, 5 GO si log,, 5=o, log 13 11 = b. 

197. log c ab si Iog„ /i = />, log/, n — q, log c 11 — r < donde o, b, c, n son núme¬ 
ros positivos distintos do 1. 

y* 

198. log a (, si log 3 ¿ o = 11 . donde a, b son números positivos, con la parti¬ 
cularidad do que ab =¡6 1. 

199. log,,/,,. /t si log a ,l = 2, log{, n = 3 log c n — 6, donde a, b, c son números 
positivos distintos de 1. 

Demuestren las identidades: 


2Ü0 . b ' 08 a' = f ' 0fr a\ 
20,. a) w= 


log 6 o-l-log 6 n 

c) [0 ^* n = l+lo g6 n • 
1 


2Ü2. 

203. 


1 


I 


log a “ ^ l°g„. « ' l ^l0 ga . n T log a . n' 

"(Toga^í-I + Üog,,^)- 1 -)- ...-filog a z)-» ~ Í 0 g a.a. ■ -. a»* - 


1 


1 


= 15 log„ a. 
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204. 10g a n • log 6 n + log b n ■ log c n + lr.g c «• log„ n = ,'^f''* k ‘ g ~ - 


a + 6 


3 ‘ 

a+ 26 


(log a + log h) si a* + 6 2 — 7ab. 
(loga + logó) si a 2 + 46 s = 12<i6. 


205. log 

206. log 

Simplifiquen las expresiones: 

207. (log„6 + log b a+ 2) (log a b — log„(, b) log 6 a —1. 

208. -i=iSÉÍ- 

(log a 6+log b a + l)log„ — 
logina o logj.« 6 

209. (6 l< * n •a l0Kb ) Z ,0K a6 (a+í ”. 

210. 0.2 (2n ,0 ‘'’> b + 36 l0glAZ 


/ i°Cn _ l 

211. y 1+2 'wyi — a lOg.a«_j_ 

212. 1^ 1 ogq 0 + logo a + 2 ‘log aba * Kloggfr. 

213. / Y log l a + lüg¿ b -|- 2 + 2 — log¿, a - li.g„ b. 
loga b — log y. V b 


214. 


6* 


loga_íi-!og^6 

ft‘ W 


.: log 6 (a s f» _lí ). 


215. 2 logo 6 ({loga i «H- l'»gi, ] (lng„ \/~~ \- l„g (j y/ ) 

si u > 1, h > 1. 


§ 5. Demostración de desigualdades 

En el presente párrafo serán tratadas las desigualdades, cuya 
validez ha de ser establecida en el conjunto prefijado de valores que 
entran en éste. Si semejante conjunto no se indica, se considera que 
las variables pueden tomar cualesquiera valores reales. 

1. Demostración de desigualdades con ayuda de la definición. 
Como sabemos, por definición se supone que a > b si a — b es un 
número positivo. Por esta razón, para demostrar, según este proce¬ 
dimiento, la desigualdad f {a, b, .... k) > q (a, b, .... k) en el 
conjunto prefijado de valores de las variables a, b, k se compone 
la diferencia / (a, b, . . ., k) — q (a, b, . . ., k) y se domucslra que es 

positiva con valores prefijados de a, ó. k (de modo análogo este 

procedimiento se aplica para demostrar las igualdades del tipo 

/<?./>?,/<?• 


3-0204 
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ejemplo i Demostremos que si a^O, 6^0, entonces 
Yab (desigualdad do Cauchy). 


( 1 ) 


demostración . Compongamos la diferencia - \f ab y calcu- 

a + b r c-2/^+6 _ (Y*~Yb) 2 

lomos su signo, leñemos: —- y ab = -g-- 2 • 

Con todos los valores no negativos do a y b la expresión 
(Ya—Yb ) 2 n() cs IU , gativa . Ella sc anula si, y sólo si a=b. Así, 

pues, la diferencia — Yab no es negativa y esto significa, 
precisamente, que ah. El signo de igualdad sólo tiene 

lugar con u=6. 

ejemplo 2 , Demostremos que si aó>Ü, 




( 2 ) 


demostración. Tenemos: 

(a . b\ 0 a » + »j»-2afc _ (a-b)® 

1 b + a ) Z -ib ab 


Como ab > 0, (<1 ^ gsO, con la particularidad de que el signo de 
igualdad sólo tiene lugar con a=6. Así, pues, la diferencia 
+ 2 mi es negativa, o sea, la desigualdad (2) queda de¬ 

mostrada. 

ejemplo 3. Demostremos que 

a 2 + 4 i,í + 3c 2 + 14 > 2a + 126 + 6c. (3) 

demostración Analicemos la diferencia 

(a 2 _ 1 _ /ib 2 + 3c® + 14) — (2a + 12 b + 6c). 

Después de roagrupar los términos do esta diferencia, obtenemos. 

(a® — 2a + 1) + (46® — 126 + 9) + (3c® — 6c + 3) + 1 = 

= (a - D® + (26 - 3)® + 3 (c - 1)® + 1. 

La última expresión es positiva con cualesquiera valores de a, 6, c. 
La desigualdad (3) queda demostrada. 
ejemplo Demostremos que si a + 6 + c U. 

a° + ó 3 + c® > 3aóc. 


(4) 
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demostración Consi el eremos la diferencia a 3 + b 1 -|- c 3 — 3 abe, 
en la que la suma a 3 -f- 6 a se completa hasta el cubo de la suma. 
Obtenemos: 

a 3 6 3 -(- c 3 — 3 abe = <z 3 -[- oa 2 b -f- 3a¿» 2 + ¿ 3 -f r 3 — 3a*6 — 

— 3 ab 2 — 3af>c = (a -|- f>) 3 — 3a¿» (a + ¿ + c) + c 3 . 

Después de descomponer la suma de cubos (a -\- i») 3 -f c 3 en 
factores, obtenemos: 

(a+¿>) 3 + c 3 —3a6 (a + ó-f c) = ((a + b) + c) ((a + ¿) 2 — 

— (a 4- b) c + c z ) — 3 ab (a + b + c) = (a + b -f c) (a 2 -\- 2 ab + 

-\-b 2 — ac — bc-\- c 2 —Sab ) = (a -\- b -}- c) (a 2 -|- b 2 -|- c 2 — 

— ab — be — ac) — -i- (a + b + c) (2a 2 -f- 2b 2 + 2r 2 — 2 ab — 2 be — 2ac) ==■ 

= 1 (a + b+ c) {(a-b) 2 + (a-c) 2 + ( b- c) 2 ). 

Como, de acuerdo con el planteamiento, a -}- b + c > U, la 
expresión obtenida no es negativa. De aquí se desprendo la validez 
de la desigualdad (4). Señalemos que el signo de igualdad en la 
desigualdad (4) tiene lugar cuando a -|- b -f- c = Ü, así como al ser 
a — b — c. 

2. Método sintético de demostración de desigualdades. La esencia 
de este método consiste en que con una serie de transformaciones, la 
desigualdad a demostrar se deduce de ciertas desigualdades conoci¬ 
das (de referencia). Como estas últimas se pueden utilizar, p.ej., las 

siguientes desigualdades: n) a z ^0; b) donde u^s0, 

0; c) ~-4--^-^>0, donde uó>0; d) ax 2 -\-bx-V c> 0, donde 
a > 0 y b 2 —■ bac <Z 0. 

ejemplo 5. Demostremos que si a^O, 1>Z^0, c^íO, d^>0, enLonces 

a + í , + c+d ^^— (5) 

demostración Tomemos como desigualdad de referencia la do 
Caucby: 

, *+d _ 

2 r 2 ^-,/a + b c + d 

2 ^ V 2 ‘ 2 ' 

Como, a su voz,, y c * : ' Z^Vcd, 

Vated. 


3 * 
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Esto significa. 


a -f- /' . c + d 
—-—-—-— ^ Y al.icd. 


Poro, 


a -f- h . c + d 
2 2 
2 “ 


a-|-b + c + d 
4 


Así, pues, a - >V abed. 

Ai analizar la demostración llegamos a la conclusión de quo el 
signo do igualdad un la desigualdad (5) sólo puedo tener lugar si, 
y sólo si a = b, c = d y es decir, cuando a = í> = c = cf. 

ejemplo c. Demostremos quo -)">»!, donde n£N, n> 1. 


demostración Como do referencia tomemos las siguientes desi¬ 
gualdades do Caucliy: 


1+l^yjTT-, i2^I±l >v /(^rT)T2; 

>\/(n-2).2-, 2+( ;~ 1} > |/2-(n-i); 


Multiplicando estas /i desigualdades, obtenemos: 


(^) n >y ( « (»- 1) (»-2) ... 2- i) (1.2.3 i) n) = 

-VüteT-/(¡n)í=-»l 

Así, pues, (6) 


Como, do acuerdo con el planteamiento, n -■j= \ la primera de las 
desigualdades de Cauchy sólo puede ser estricta. Pero, entonces, 
incluso después de la multiplicación de las desigualdades de referen¬ 
cia, la desigualdad (G) obtenida debe ser también estricta. De forma 

que (—jr—) > « . quo es lo que deseábamos demostrar. 

ejemplo 7 Demostremos que si a > 0, ¿> > 0, c > 0, entonces 

<»+<>+<) (t+t+t)> 9 - < 7 > 

demostración Como do referencia tomemos las siguientes desi¬ 
gualdades: 
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(estas desigualdades se convierten en igualdades en aquellos casos 
cuando <2 = 6, <z = c y b—c, respectivamente). Sumándolas, obtene- 
a í b,a l c,b l c^ c , l . fc + e . fl-f-c . a + 6 r 

mos -T--j---- h-r>6 o bien- \-—j --— >b. 

b'a c'a c b^ a b c 

A continuación, realicemos una serie de sencillas transformado- 


( 1+ 4i) + ( 1+ i±!)+( 1+ 4¿) 3r! ,. 

n + 6 + c , a-fó + c , a + 6 + c 

l I" l + e ^ 

Sacando a-\-b-\-c de entre paréntesis, obtenemos: 


(“+* + ') (t+t + t)> 9 - 


El signo de igualdad sólo tiene lugar cuando a = b — c. 
ejemplos. Demostremos que si n£N, n > 1, entonces 

T + T + “nr + • • • +‘¡¡r <1 ' 

demostración. Tenemos: 



_J_ <r _L_ • J_ = _L_ <-_!_■ 

2-2 ^ j-2 ’ 9 ~ 3-3 ^ 2-3 1 10 4-4 " 3 4 ’ 

■ _i_ = _L_<_ 1 - 

•’ >i a n n (n — 1) n ’ 


Sumemos estas (n — 1) desigualdades y obtenemos 



Así, pues, x+T + “B' + • * • + Í r < t 
3. Método de demostración de desigualdades a la inversa. 
ejemplo 3. Demostremos que si a^O, b^O; c'¿z 0, d^O, en¬ 
tonces 

y(a + c)(& + ¿j>y¿6+ Y¿d. (9) 

demostración Supongamos que con ciertos valores de a, b, c, d 
la desigualdad (9 ) no es cierta^o sea, se cumple la desigualdad 
Y {a + c) (6 -f d) < Y ab 4- Vcd. 
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Como los ilos miembros de esta desigualdad no son negativos, al 
elevarlos al cuadrado, obtenemos: 

(a -}- c) (6 d- d) <z ab -f- cd -f- 2 \f abed , 


de donde be -\ ad<z2 [‘abad, y, a continuación, ^ (be) • ( ad). 

Pero esto contradice la desigualdad de Caucliy. Esto significa 
que nuestra suposición no es cierta y, por lo tanto, es válida la desi¬ 
gualdad (9). 

iíjemi’lo 10 Demostremos que si a ^3= 0, b ^ 0, c ^ 0, entonces 

^±±i <1 /z±p£!:. do) 

demostii ación Supongamos que con ciertos valores de a, b, c la 
desigualdad (10) no es cierta, es decir, se cumple la desigualdad 

n + b+c _ , y « 2 -|- h‘ c‘ 

3 V 3 

Al elevar al cuadrado sus dos miembros, obtenemos: 

/a + H-c\»^ a' + b'+c* 

l 3 / 3 


y, n continuación, («-|-¿i-|-c) 3 >3(a I d-b :í -f-c 2 ) ( 3 (a* + b 2 -f-c 2 ) — 
— (n -1- b -h c)- < (.), (a 2 -\- b 2 d - c z ) — (a 2 + b 2 4- c* lab + 2ac + 26c)< 
< 0, 2 fl * + 2b 2 d- 2c 2 - 2ob -2ac- 2 be <0, (a - b) 2 + (b - c) 2 + 
d- (« — c) 2 <0 

La última desigualdad no es cierta, ya que la suma de cuadrados 
no puede ser im número negativo. De forma que nuestra suposición 
tampoco es cierta, por lo que será válida la desigualdad (10). 


oiisiíiiv aciOn. Sean dados n números positivos a,, a z , . . ., a„. Introduzca¬ 
mos cu la consideración las siguientes variables: 

Jf n — —:-¡——-j-media armónica, 

-L.lJL.c .l_ 

«i “i ' ' ' «i, 

C n = i n, iij. •«>, —inedia proporcional. 

A n — _ " j j a -i ■ ' ~1 -inedia aritmética, 

n 


Q n ~ j/ ^ n - ^ ~ ■■ ■■ *'*' — media cuadrática de los números a u o 2 . 

Entre oslas varia bles existe la siguiente dependencia: 

lln < C„ se A n < <?„. 


(*) 
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Algunos do los casos particulares de esta dependencia ya lian sido demostra¬ 
dos. Así, en los ejemplos 1 y 5 (pág. 34 y 35) fueron demostradas las desigualdades 
G s < -4, y A¿ de la desigualdad demostrada en el ejemplo 7 (pág. 36) se 
desprende la dependencia // 3 < /1 3 ; por fin, en el ejemplo 10 (pag. 38) fue 
demostrada lá desigualdad A 3 < Q 3 . 

4. Demostración de desigualdades según el método de inducción 

matemática. 

ejemplo ii. Demostremos que si n £ ¡ V , n > 3, 

2">2«+l. (11) 

demostración. Con ii = 3 la desigualdad (11) es cierta: 2 3 > 
>2-3 -f- 1. Supongamos que (11) so realiza con n = k {k > 3), es 
decir, supongamos que 2* > 2/c -f- 1 y demostremos que, on tal 
caso, la desigualdad (11) se cumple, asimismo, con n — k -|- I, o sea, 
demostremos que 2 ,l+1 > 2/c -|- 3. 

En efecto, tenemos: 2 AM = 2-2'* > 2 (2/c -|- 1) = 4 li + 2 = 
= (2/c + 3) + (2/c - 1). Así, pues, 2* M > (2/c -j- 3) + (2/c — 1). 

Pero 2/c — 1 >0 con cualquier valor natural de A.. Por consi¬ 
guiente, con mayor razón 2 k + l > 2/c -f 3. 

Do acuerdo con ol principio do inducción matemática, podemos 
llegar a la conclusión de que la desigualdad fll) es válida con toda 
n > 3. 

ejemplo 12 . Demostremos que si n 6 A r . entonces 

1 + 4” í 'T' t_ T + • • • +'2 5 ¿T > T- (12 > 

demostuacion. La expresión <[iiu entra en el primer miembro do 
la desigualdad (12), es la suma de fracciones, cuyos denominadores 
son números naturales desde 1 hasta 2’* — 1. Con n — 1 se reduce 

a la desigualdad numérica cierta 1 > -i. 

Supongamos que la desigualdad (12) se realiza con n = /c, es 
decir, 

5 fc ==1 + T + T+ • • * +~ 2 ¿T > T* 

Demostremos que, en tal caso, la desigualdad (12) es también 
válida con n = k -f 1, o sea, 

o -1 ii . i . , 1 ^ fe-1-1 

En efecto, S M = (l + \ + -£- + -$T=r) + (4r + 2 TfT + • • • 
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La expresión P h os la suma de 2 h fracciones, cada una de las 
cuales es mayor que 2 ,* n - . Así, pues, 

p _J_ , _J_ , , 1 ^11 

h 2 * r 2 * + t ' ‘ - ~ 2* 1,1 — í 2 A * 1 r 2** 1 ' * * ‘ 

i 1 _ nh 1 _ i 

■ • ' ' 2'>* 1 ’ 2ft* 1 2 * 

Do forma que S h >• Pero, entonces 

+ Pj, > "§■ + 4~ = • 0 sea > • 

De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que la desigualdad (12) es válida para toda n £1V. 


EJERCICIOS 

Deimiestreu las ■guientes desigualdades: 



217. Si a>0, b>", /a‘ + b 8 >,, 4 b + a 6 4 . 

218. Si o > O, b>n, Va+ Vi. 

219. Si a + t>> U, a^ll, b », -¿- + A > -L+ i- . 

220. Si a + b>0, sHn+H^aH'' 1 . 

221. a í + 26 J + 2ob+b + 10>0. 

222. l+2a 4 >> + 2« ; ’- 


Si “’ ! - 2 .íí=¿+í>í¿8- 

224. Si o>- 1, a» + 1 >a*+a. 

225. fl » + 6*+c* + 3>2(.»+&+e). 


226. Si fl+b>0, 


«* + 6» 


227. a*+ b*>ab 228. a 4 + b 4 > <p|,-|- a &3. 

229. (a + b) 4 >a 4 + b 4 , donde ab > I*. 

230. Si a<b<c, a*6 + b*c + c*o < a*c+6 2 a + e*b. 

231. a 8 —a 6 -}"! 11 — 0 + 1=0. 


232. Si a>0, b>0, c>0, a+b + c >/ab + /bc + /«. 

233. Si m, n, fc son números naturales, mn+mk^-nk 3mnk. 

234. Si a >0, b > 0. c>0, (o + b) (6 + e) (o + c) > 8abc. 

235. Si o >1.1, 6 > 0, fl>0, o + 6 + c=l, (1 -o) (1 — b) (1 - c) > 8abc. 

236. Si a >11, b > 0, c > (I, (a +1) (b +1) (c + a) (b+ c) > 16abc. 

237. Si o>n, b>\), c > ", d>0, a 4 + b 4 + c 4 + d 4 > 4iibcd. 
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238. 

239. 


240. 

241. 

243. 

244. 

245. 

246. 

247. 

248. 

249. 

250. 

251. 

252. 

253. 

254. 

255. 

256. 

257. 

258. 

259. 

2G0. 


a 5» o, 6>0, c3ti), d 3 j O, ] '(<i + 6) (c + d) < (a+cj-f —Y (5 + rf). 

Si «!><), fl 3 >0, ...,a n >0, V / ’a 1 a J +V / ’a,fl 3 -h 
+ • •■ + V®ifl« + Y <i2<Í3+ - 1' a x a n -\- •--+ 1 a n _ t a n < 

«g — - - *- (a t -{-a t + 

loga 3 + loga 2 > 2. 
a* + 2 


Y- i* + l 


> 2. 242. 


a 2 -f a + 2 
/a» + a + l 


> 2 . 


Si a>Ü, 6>0, c >0, 

Sí a>0, í>>0, c>0, ab (a-f-6) + l>c (l» + £)+ae (a+r) Xwbr. 

Si a>0. 5>0, — + 

Si ai, a 2 , ..., a n son números positivos, con la particularidad de <11113 
a l -a 2 -... •a„ = í, (1 -t-a,) (!+«*) ... (1 -fa„) > 2". 

Si «-2, 3, 4. YT+YÍ+...+ Y'ñ>n. 


Si n — 2, 3, 4, ..., n! > a 2 . 

Si >1-2,3. 4. 1 ' 1 


Si a>0, b > O, - 


n+1 

2 


7+Í 


ii + 2 

) ab■ 


+¿>T- 


/ 




Si a>0, ¿>>n, Jli±< K ^ 

SI a > 0, 6 > } / ñ-f- Yb> Y« + b. 

2 /Sb 


Si a>0, 6>0, 


w < v *- 


Yl+ Y b 

1/a 1 + 5 3 >}/a» + ^. 

a * + 61 + c * ^ a6 + oí + Sc- 

Si B>0, ¿>0, (l/ñ+l/6) 8 >10a5(a-l-5) J . 

Si o > O, 6 > O, c > O, - a + * + c 3 = ^¿Tc 

O 

Si abe O, ni + ac-l-6c (I, 


a + b h c 


y'abe- 


a-\-b + c-\-d 




/- 


+ b*+ £*+<** 


4 r 4 

Si a>0, b>0, c>0, d >9, 


4 


_L._L+_L + _L 

a ' b ! c d 


^ 1 a/jc<¿- 


261*. Si *>-l, «>2, (H-x) n > 1 + nr. 


Bu los ejercicios 261 — 208 se supone que n£iY. 
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2G2. Si ii >D, 2” >n 2 . 

2G3. Si nísll», 2 n > n*. 

264. |a, + a 2 +- +“n. I ^ I a i I + I a i I + • • ■+ I “n !• 


2G5. Si ri > 2, V n <. 1 - 7 ^-~\ - 7 ^-p • • • d-7^ ■ 

y 2 y 3 1 « 

, i , 1 i 1 1 

21SG. Si ii^2, 2 Y «>l + 7T h 7|"*"* ' * ' 


y« 


267. Si n ^ 2, 


1 


1 


. + -L>* 

«+2 ^ • • • ■ 2n ^24- 


n + 1 

2G8. Si ii >2, i + ± + -L+.. . +Tr L_<„ 


§ (5. Comparación de los valores de las expresiones 
numéricas 

S¡ son dados dos números reales, en la mayoría de los casos 
cuál de ellos os mayor so ve de inmediato, p.ej., 8>_3, ]/ü>]/5. 
Es fácil establecer que Y 5 < 7 / 10ÜU. En electo, Y 5 <2, mien¬ 
tras qno 7 /1000 >2, o sea, 5 /5<‘/10ÜU. 

Sea ahora a = y 3, b=Y 2. Los dos números pertenecen al in¬ 
tervalo ]1, 2[, pero cuál de ellos es mayor no está claro hasta el 
momento. I’ara establecer el signo de desigualdad entre ellos, rea¬ 
licemos los siguientes razonamientos. Supongamos que a>b, o sea, 
que Y 2 Elevando los dos miembros de la última desigual¬ 

dad al sexto grado, obtenemos pV S) 0 > (V 2)°, es decir, 9 >■ 8. 

Así, pues, ii>í> <=> \ 3 /3)° > (/2)° <=>ü>8. 

Como 9 > 8 es una desigualdad cierta, también lo será la desi¬ 
gualdad equivalente a ella a > b. 

Si hubiésemos supuesto que a<b, habríamos obtenido: a < 
<¿>-c=> ( 3 / r 3)°< (1/2)° <=>9<8. Como 9<8 os una desigualdad 
no cierta, lo misino lo es a <. b y, ya que a b, nos queda una sola 
posibilidad, a > b. 

ejemi'Lo i Comparemos los números a y b si 1) a = y 213-1-1^6, 

¿>= YT¿+ V'Í7; 2) rt-=logj_3, b = log 3 1,1; 3) a = log a 3, b = log 3 2; 

2 _ _ _ 

4)«= y ít+ / 30 -t- y so, &=y 10 +y 20 +y 00 . 

SOLUCION 1) Supongamos que a > b. Entonces, haciendo uso de 
las desigualdades numéricas, obtenemos sucesivamente: 

U/26 + yü) 2 >0/T3 + yi7) 2 , 32 + 2yi5C>30H-2y22Í, 

1-|-YISO > 1/221, (l+yi5Ü)*>22l, yí56>32. 
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Asi, pues, ay> b <=> Y 15G > 32. Pero ]/l56<32, o sen, los nú¬ 
meros iniciales están, asimismo, ligados con el misino signo de desi¬ 
gualdad, es decir, a < b. 

2) Tenemos: a= log i 3 < log i 1 = 0, b = lug 3 1,1 ;> log 3 1 = 0. 

T ~I 

Es decir, a<0, ú>0, así, pues, a<£>. 

3) Tenemos: a = log 2 3>* log 2 2 = 1, b = log 3 2 < log 3 2 = 1. De 
modo que <i>l, ó< 1, lo que significa que ay>b. 

4) Primero estimemos cada uno de los sumandos de la suma a 
con una precisión hasta 1. Tenemos: 2 <1/5 <3, 5 < 1^30 <(3, 
7<]/50<8, es decir, 14< |/5-(-1/30 + V 50< 17. Así, pues, 
14 < a < 17. 

Estimemos ahora cada uno de los términos de Iji -suma b tam¬ 
bién con una precisión hasta 1. Tenemos: 3<V’Jü<4, 4< 
<1/20 <5, 7 < j/00 < 8, o sea, 14 < J/Tü + ]/2Ü-j- /Qü < 17. 
De forma que 14 < ó <17. 

Vemos que las estimaciones obtenidas no permiten comparar los 
números a y b. Por esta razón, aumentemos la precisión de las esti¬ 
maciones. O sea, estimemos a y ó con una precisión hasta 0,1. Tene¬ 
mos 

3,1 < ]/T0< 3,2 
y + 4,4 < l/2ü <4.5 
7,7 < /tío <7,8 

15,2 < 6 < 15,5 

Así, pues, a £ 114,0; 14,91, en tanto que b £ [15,2. 15,51, lo 
que quiere decir que a < b. 

ejemplo 2 . Dispongamos cu orden de crecimiento los números 
a = log 2 3, b = log 0 9, c = log 5 17. 
solución. Comparemos los números a y b. Esto es posible de 
realizar con dos procedimientos. 

1-er procedimiento. Tenemos log 2 2 < log 2 3 < log, 4, o sea, 
1 < a < 2; log B 0 < log 0 11 < logo 30, es decir, 1 < b < 2. 

Los números a y b pertenecen al intervalo II; 2[. Comparemos 
cada mío de ellos con el punto medio del intervalo, o sea, con el 
3 

numero 

¿i 

Supongamos que Jog 2 3>— entonces tendremos sucesiva- 

3 

mente: 3> 2 5 « 3 2 > 2 3 <^ 9> 8. 

‘i o 

Pero, como a> 9 > 8, a 3> — es una desigualdad cierta. 


2,2 < ]/j> <2,3 
4- 5,4 < Y 3U < 5,5 
7 < l/50 < 7,1 
14,0 < u < 14,9 
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Supónganlos que ¿>-g-, entonces 

3 

loga 9 > -| -s=> 9 > 6 2 <=£- 9 Z > 6 3 <=> 81 > 216. 

3 

La última desigualdad es inciorta, pero, ya que ú>y<=>81> 
>210, ú>4-cs asimismo incierta. De modo que, b<-¿-. 

¿t 

Así, pues, a > —- , b < , lo que significa que a>ú. 

2-do procedimiento. Examinemos la diferencia a—b. Tenemos: 

a —b — logj 3 — log 8 9 = log, 3 — = 

_ log, 3 • log, C> — 2 log, 3 _ log 2 3 (log, 6 — 2) Q 
— log, 6 log, 6 

Es decir, a > b. . ’ ' ,. . . 

Comparemos los números a y c. Más arriba hemos establecido 

que — <a<2. El número c también yace en estos límites. En 

efecto, log 6 1" < log, 25 = 2. Por olro lado, 

3 

A = log s 5~ 2 - log, V 125 < log, 17. 

Comparemos los números a y c en el punto ntodio del intervalo 
¡ 2 £ , es decir, con el número —¡^. 

Supongamos que a>-~. Entonces, empleando las propiedades 
de las desigualdades, obtenemos sucesivamente 

log, 3 > --j- <=> 3 > 2 4 <=> 3 4 > 2 7 ^-81 >128. 

Pero, en realidad, 81 < 128, lo que significa que a<~. 

Supongamos quo c>-^-. Entonces 

7 

log,17>^- <=> 17>5 4 <=> 17 4 > 5 7 . 

La última desigualdad es cierta, lo que quiero decir que nuestra 
suposición también lo es: c>-¡p. 
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Así, pues, c>-|— v, por lo tanto, a<Zc. De modo 

que b<.a <c. 


EJERCICIOS 


Comparen los números a y b: 

2G9. a =j/5 6==>'C; 270. a= /Í7, 6=l / 26+| <r 6. 

271. a=l + -L , í- = 2(/2-l). 272. a = G. & = LLl±ljj. 
V 2 _ /5 

273. a = y 9 — V"l5, b=~\/ JÍ- 3 - 11 " 

274. o = */"79 + y 26, 6= 4 /84-^28. 

275. a = /3+ /23-f /53, 0= /Í3+ P33+ /43- 
270. a) a = log« 2, b= log 0l0( „0,25; 

b) a = log 4 5, ó=)og t -^r 

To 

277. a) o= log 4 20, ó = log a 17; 
b) a «= log, y'3, 6 = log, 

2 3 

278. a) <t=log, 3, 6 = log 5 8; 

b) o = log 5 1G, b= log ls 729. 

279. a = log 6 14, b = log 7 18. 

280. a = logj 0 80, b = log, „ 040. 

asi ...JsiHaA, 6 _ io E 2+_jCl. 

*Í ¿ 


282. a = 3 (log 7 —log 5), b- 2 ( -y- log ü — -y- log s) . 

283. a =-—1--, fc = 2. 

log,jt r log 4 , s n * 

284. Dispongan en ord_cn de crecimiento los números o, b, c, d si o = log ;l 7, 
b = log e 3, c— 1^2, d = log,5. 



Capítulo II 

SOLUCION DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


§ 7. Equivalencia de ecuaciones 

Dos ecuaciones reciben el nombre tic equivalentes cuando los 
conjuntos de sus raíces coinciden, en particular, si ambas ecuaciones 
no tienen raíces. 

P.cj., las ecuaciones log x = U y Y x = 1 son equivalentes (cada 
una de ellas tiene una sola raíz x = 1); son equivalentes las ecuacio¬ 
nes 2 x < x -‘> =1 y yic = x (cada una de ellas tiene dos raíces; 0 y 1). 

Si cada una de las raíces de la ecuación / (x) = g (x) es simultá¬ 
neamente raíz de la ecuación /, (x) — gi (x), obtenida mediante 
ciertas transformaciones de la primera, la ecuación f¡ (x) = g¡ (x) 
lleva el nombre de corolario de Ja ecuación / (x) = g (x). 

Así, pues, la ecuación (x — 1) (x — 2) = 0 es el corolario de la 
ecuación x — 1 = 0 (pero ésta no es corolario de la ecuación 
(x — 1) (x — 2) = 0). 

Si cada una de dos ecuaciones os corolario de otra de ellas, seme¬ 
jantes ecuaciones son equivalentes. 

Varias ecuaciones con una variable reciben el nombre de conjunto 
de ecuaciones si se plantea el problema de hallar lodos aquellos 
valores do la variable, cada uno de Jos cuales satisface, por lo menos, 
una de las ecuaciones prefijados. Las ecuaciones que forman un 
conjunto so escriben en una columna con ayuda de corchetes, p.ej., 


f 2x +1 = 3x + 5 
[ 4x — 3 = x* 


(por cierto, que con mayor frecuencia, las ecuaciones que forman 
un conjunto se escriben en línea: 2x 4- 1 = 3x 4- 5; Ax ¿ — x - , 


dividiéndolas con el signo « ; »). 

La solución de un conjunto de ecuaciones consiste en la unión de 
los conjuntos de raíces de las ecuaciones que constituyen el conjunto 


dado. _ 

Si al realizar una serie de transformaciones la ecuación / (x) — 
= g (x) se redujo a la ecuación /j (x) = g l (x) (o bien a un conjunto 
ele ecuaciones), ciertas raíces de la cual (o del cual) no son raíces de 
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/ (x) = g (x), dichas raíces de la ecuación f y (x) = g y u) iccibcn el 
nombre de raíces extrañas de la ecuación / (x) = g (x) 

P.ej., al elevar al cuadrado ambos miembros de \ x — — x, 
obtenemos la ecuación x — x 2 que tiene dos raíces: 0 y 1 I'il valor 
x — 0 satisface la ecuación Y x — —x, mientras que x — 1 no la 
satisface, es decir, para dicha ecuación es una raíz, extraña 

La ecuación (x — l) 2 = x — 1 tiene dos raíces: 1 y 2. 

Si ambos miembros de esa ecuación se dividen por x — I, obte¬ 
nemos la ecuación x — 1=1 que sólo tiene una raíz: x = 2. En 
semejantes casos, suele decirse que durante la transformación de la 
ecuación inicial tuvo lugar la pérdida de raíces (en nuestro ejemplo 
x = 1 es «la raíz perdida»). 

Por regla, al resolver ecuaciones se realizan diversas iransíor- 
maciones, como resultado do las cuales la ecuación dada se reduce 
a otra más sencilla (o a un conjunto do ecuaciones). Por esta razón, 
es de importancia conocer cuáles de las transformaciones reducen 
la ecuación dada a la equivalente, cuáles, a la ecuación corolario y 
cuáles, a la pérdida de raíces. 

teorema i. Si a ambos miembros de la ecuación f (x) = g (x) se 
adiciona una misma expresión ip (x), definida con toda x del campo de 
definición de la ecuación f (x) = g (x), se obtiene la ecuación f (x) -f- 
-f- ip (x) = g (x) <() (x) equivalente a la dada. 

l'.oj.. Ja ecuación dx 2 -J- 2x — 5 = 7x — 1 es equivalente a la 
ecuación 3x* + 2x — 5 -f (—7x + 1) = 7x — 1 (—7x + 1), ya 

que la expresión »p (x) = —7x + 1, con lodos los valores do x, ha 
sido definida en el campo de definición de la ecuación 3x® + 2x — 
-5 = 7x — 1. 

Pero la ecuación x 2 = 1 no es equivalente a x 2 4- V x ~ ' "I* V 
La violación de la equivalencia se produjo debido a que la expresión 
( P (-t) — Y x Lie definida no con toda x del campo de definición de 
la ecuación x 2 = 1, sino que sólo con los valores x ^0 La adición 
de ia expresión <p (x) = ]/x a ambos miembros de la ecuación 
x 2 = 1 ha conducido a estrechar el campo de definición do la ecua¬ 
ción, lo que pudo acarrear la pérdida de raíces. En el caso dado, 
x = —1 es la raíz de la ecuación x® = 1, pero no es raíz de x 1 4 

-M/x = 1 4- Yx. 

Hay que comprender con claridad que en el teorema I sólo se 
trata de una transformación: la adición a ambos miembros de la 
ecuación de una misma expresión. En lo que atañe a la posterior 
reducción de términos semejantes (si ella es posible), ésta es una 
nueva transformación de la ecuación. La reducción de términos 
semejantes puede conducir a una ecuación que no es equivalente a la 
inicial. P.ej., si a ambos miembros de x 2 4- 2x 4- log x = log x — 1 
añadimos cp (x) = —log x, obtendremos la ecuación x* 2x 4- 
4- log x— logx= log x — 1 —log x, equivalente a la inicial, ya que la 
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expresión ip (x) = —log x esté definida con toda x del campo do 
definición de la ecuación inicial. Poro, si en la última ecuación 
realizamos la i educción de términos semejantes, obtenemos la ecua¬ 
ción x 1 + 2x — —1 que no es equivalente a la inicial. La eliminación 
en los dos miembros de la ecuación inicial de la expresión log x 
nos Llevó a la ampliación del campo de definición de la ecuación y, 
como resollado, pudieron aparecer raíces extrañas. Esto es lo que 
ha ocurrido cu nuestro caso: el valor x = —1 es la raíz de la ecua¬ 
ción x 1 -t- 2.r = —l, pero no lo es de x 2 + 2x -f- log x = log x — 1. 

corolario Las ecuaciones / (x)-f-<p (x) — S ( x ) y f ( x ) = S {■*) — 
— <p (x) son equivalentes. 

TEonEMA 2 S¿ ambos miembros de la ecuación j (x) = g (x) se 
multiplican o dividen por la misma expresión (p (x), de¡inida con todos 
los valores de x del campo de dejiiiición de la ecuación dada y en dicho 
campo de definición no se reduce a cero en ningún lugar, se obtiene la 
ecuación 

f (*) • ‘P (*) =g(x)-<p(x) (o bien ) 


equivalente a la inicial. 

Así, p.ej., si ambos miembros do ln ecuación x — 4 = x (Y x + 2) 
se dividen por (|> (x) = /x + 2, oblonomos la ecuación Yx ~~_2 = 
— x equivalente a la dada, ya que la expresión <p (x) = Yx + 2 
ha sido definida por doquier en ol campo de definición de la ecuación 
dada (x ^ 0) y en ningún lugar de dicho campo no so reduce a cero. 

Si ambos miembros do la ecuación x — 2 — 0 se multiplican por 
ip (x) = x + 3, obtenemos la ecuación (x — 2) (x -|- 3) = 0, no 
equivalente a la dada, ya que con x = —3, perteneciente al campo 
de definición de la ecuación inicial, la expresión cp (x) = x -J- 3 se 
anula, aunque ella ha sido definida con todas las x del campo de 
definición de la ecuación x — 2 = 0. Como es fácil ver, en el caso 
dado la multiplicación do ambas partes de la ecuación por la expre¬ 
sión fp (i)=i + 3 ha conducido a la aparición de la raíz extraña 

De modo análogo, si los dos miembros de la ecuación x — 4 = 
= x (Yx — 2) se dividen por la expresión fp (x) = Y* — 2 < obtene¬ 
mos la ecuación /í + 2 = x no equivalente a la dada, ya que con 

x = 4 ia expresión cp (x) = Y* — 2 se anula - a P esar de hab ° r sido 
definida con todas las x del campo de definición de la ecuación ím- 

Llauiamoa la atención del lector acerca de que en el teorema 2 
sólo se trata de una transformación, la multiplicación (o división) 
de ambas partes de la ecuación por una misma expresión. La posterior 
simplificación de la fracción (si ella es posible), es una nueva trans- 
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formación de la ecuación. P.ej., al multiplicar ambos miembros de la 
ecuación + x = 3 por la expresión ip(x) — 2x realizamos la 

primera transformación que conduce a la ecuación n -f 2x 2 = 

= 6x. La siguiente simplificación de la fracción por 2 x es 

una nueva transformación: ella nos lleva a la ecuación x + :1 -|- 2x 5 = 
= Ox. Semejante simplificación puede también conducir a una ecua¬ 
ción que no es equivalente a la inicial. 

Así, si ambos miembros de T ~ = 0 se multiplican por 

<p(x) = x— 2, obtenemos la ecuación 5z+6) ^~ 2 - = 0 equiva- 

lente a la dada, ya que la expresión <p (x) = x — 2 osla definida con 
lodos los valores de x del campo do definición de la ecuación dada 
(x 2) y en ningún lugar do dicho campo no so anula. Poro, si cu 
el primer miembro de la ecuación obtenida realizamos la simplifica¬ 
ción por x — 2, obtenemos la ecuación x* — 5x -j- 0 = Ü no equiva¬ 
lente a la inicial: el valor x = 2 es la solución de la última ecuación, 
pero no satisface la ecuación inicial, es decir, para ella es una raíz 
extraña. La cuestión radica en que al simplificar Ja fracción se pro¬ 
dujo la ampliación del campo de definición y, como ya liemos indi¬ 
cado, esto puede acarrear la aparición de raíces extrañas. 

corolario. Si ambos miembros de una ecuación se multiplican (o 
dividen) por un mismo número distinto de cero, obtenemos una ecuación 
equivalente a la inicial. 

P. ej., al multiplicar ambos miembros de la ecuación = 

= , ~T~ llor obtenemos la ecuación 3.t-f-3 = 2 x 4- 6 equivalente 
a la dada. 

teorema 3 Si ambos miembros de la ecuación / ( x) — g (a:), donde 
f ( x ) '5 (*) O con todos los valores dex del campo de definición de la 
ecuación, se elevan a una misma potencia natural n, obtenemos la 
ecuación (f (x)) n = (g (x)) n equivalente a la dada. 

Si, p.ej., ambos miembros de la ecuación 2x — 1 = \ r x —1 se 
elevan al cuadrado, obtenemos la ecuación (2x — l) s = (]íx — J j* 
equivalente a la dada, ya que con todas las x del campo de definición 
de la ecuación dada (x ^ 1) los dos miembros de ésta no son nega¬ 
tivos. 

Poro, si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
x — G — Yx, obtenemos la ecuación (x — 6) 2 = (j/x) 2 , respecto de 
la cual no podemos afirmar que es equivalente a la prefijada, ya que 


4 — 0201 
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coa ciertos valores de x del campo de definición de la ecuación inicial 
(x ^ 0 ) su primor miembro toma valor negativo (p.ej., con x = 2 
tenemos: x — 6 = —4 < 0), en tanto que el segundo miembro 
siempre es no negativa. En efecto, la ecuación (x — 6) 2 = (\f x ) 2 so 
transforma a la forma x 2 — 13x 3G = 0, de donde = 9, x 2 — 4. 
Pero x = 4 es raíz extraña para la ecuación inicial. 

Indiquemos que en el teorema 3 sólo se habla acerca de una trans¬ 
formación: la elevación de ambos miembros de la ecuación a una 
misma potencia natural. La eliminación posterior del signo de radi¬ 
cación (si esto es posible) os una nueva transformación de la ecuación. 
La eliminación dol signo de radicación puedo conducir a la amplia¬ 
ción del campo de definición de la ecuación y, por consiguiente, a 
una ecuación no equivalente a la inicial. 

OBSERVACIONES: 1. El teorema 3 sólo es válido para las ecuaciones sobre el 
campo do números reales. . , , 

2. Si « os un número impar, en la enunciación uel teorema 3 es posible 
omitir la condición: /(j)-g(z) ^0 para toda x del campo de definición da 
la ecuación. 

Al resolver ecuaciones también hay que emplear transformaciones 
no indicadas en los teoremas i, 2 y 3, es decir, aquellas que pueden 
conducir a la aparición de raíces extrañas o bien, incluso a la pérdida 
de raíces. La causa de la aparición de raíces extrañas o de la pérdida 
de éstas pueden sor las transformaciones realizadas con ayuda de 
fórmulas que hacen variar el campo de definición de la ecuación. 
P.ej., tales son las fórmulas: 

Y ah —y a-Vb, ^ . (/a) a = a > 

logo (xy) = log a x + l°Bn 1 /• a '° Sab ~ 


(gx-clgx = 1 , 



sen x -- 7 -, 

l + ig s -2 


>g (* + y) 


»g « + tg ;/ 
1-tgx-tg IJ 


, ote. 


En lodos los casos cuando las transformaciones realizadas con¬ 
ducen a una ecuación que es su corolario, pero no hay seguridad de 
que estas ecuaciones son equivalentes, es necesaria la verificación 
de las soluciones halladas. Si ésta no se ha efectuado, la solución 
no puede considerarse, en tal caso, acabada. 

¿Cómo se verifican las soluciones halladas? Es posible indicar 
dos procedimientos principales: 1 ) poniendo cada una de las solucio¬ 
nes bailadas en la ecuación inicial; 2 ) demostrando la equivalencia 
de las transformaciones realizadas de la ecuación en todas las etapas 

de la resolución. _ _ 

ejemplo 1 Resolvamos la ecuación ^2x-|-5=8 — V x — L 
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solución. Elevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado. 
Obtenemos: 2x +5= (8 —x—l)" y, a continuación, KjVx — 1 = 
= 58— x. 

De nuevo elevamos al cuadrado: 256 (x— 1) = (58 — x) 2 y, 
más adelante, 

x 2 — 372x + 3620 = 0, 
de donde x x = 10, x¡¡ = 362. 

Si analizamos las transformaciones realizadas, podemos sólo 
afirmar que cada nueva ecuación fue el corolario de la anterior. (¡No 
hay seguridad en la equivalencia de las ecuaciones obtenidas durante 
la resolución.) Pero esto significa que en el proceso de resolución 
pudieron aparecer raíces extrañas, por lo que las raíces halladas han 
de ser verificadas. 

verificación En nuestro caso las raíces halladas se pueden veri¬ 
ficar con facilidad poniéndolas en la ecuación inicial. Verifiquemos 

x, = 10. Tenemos: Y 2r, + 5= /2'lÓ+5 = 5 y 8— Y x \ — l *- 

= 8 —VT6"—T=5. 

Así, pues, con x = 10 los dos miembros de la ecuación inicial 
loman iguales valores numéricos, o sea, x = 10 es la raí/, de la 
ecuación dada. 

Verifiquemos x 2 = 362. Tenemos: y r 2x 1 + 5 = 1/2*362+ 5 =* 27, 
cu lauto que 8—|/x 2 — 1 = 8— ]/362— 1 = — 11. 

Con x = 302 los miembros primero y segundo de la ecuación 
inicial loman diferentes valores numéricos, es decir, x -- 362 es 
una raíz extraña. 

Así, pues, nuestra ecuación sólo tiene una raíz: x •= 10. 

ejemplo z. Resolvamos la ecuación 3x + 1 = 3 + Yx — 1. 

solución. Elevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado: 

3x+l = (3-f Yx — i) 2 

y, a continuación, 6 Y x —1 = 2x— 7. 

Una vez más realizamus la elevación al cuadrado: 36 (x — 1) = 
= (2x — 7) 2 y, después, 4x 2 — 64x 4- 85 = 0, de donde hallamos: 

16 + 3 /fi» _ 16-3] '19 

x i~ 2 ’ x 2 - 2 * 

verificación. Está claro, que la verificación de las raíces halladas, 
poniéndolas en la ecuación inicial, está ligada con considerables 
dificultados de cálculo. Por ello, elegimos otro procedimiento de 
verificación. 


4* 
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El campo de definición de la ecuación dada es el siguiente: 
x^\. En él la primera elevación al cuadrado es una transformación 
equivalente de la ecuació n. La s egunda elevación al cuadrado fuo 
aplicada a la ecuación 6 Yx — 1 = 2x — 7. A esta ecuación pueden 
sólo salislacer tales valores de x que satisfagan a la desigual¬ 
dad 2x — 7 >0. o sea, x > 3,5. Es fácil establecer que la 

desigualdad 1 ( H-3 es real, mientras que la desigualdad 

10 —3^/19 ^ 3 ,5 es falsa o sea, x 2 = . 10 ~^ 19 - es una raíz 

extraña y x,= 16 + 9 V '' 19 . la única raíz de la ecuación dada. 

ejemplo3. Resolvamos la ecuación 
iog (x 2 — 7x + .5) — log (2x + 1) = log (x 2 + 7x — 3) — log (2* — 1). 
solución Transformemos la ecuación a la forma 


log 


r s — 7x -f- 3 
2r + 1 


= log 


,r* + 7r — 3 
2i — i 


y, a continuación, * * ~ * — f * 0llc * e hallamos: 

2 

* 1 - 0 , . 

vbiui'icación Como cada una de las ecuaciones obtenidas en una 
u otra etapa do la resolución sólo es el corolario de la anterior, no 
pudo tener lugar la pérdida de raíces, pero pudieron aparecer raíces 
extrañas, con la particularidad de que sólo a cuenta de la ampliación 
del campo do definición de la ecuación inicial. Por esta razón, en el 
presente caso, os posible efectuar la verificación con ayuda del campo 
do definición de la ecuación dada que se prefija con el siguiente 
sistema de desigualdades: 


I 2_7x + 3>0 

2 x 4.1 > 0 
x 2 -J-7x—-3> 0 

2x — 1 > 0. 


Ni x= 0, ni x 2 ==-|-satisfacen la última igualdad del sistema 

y, por lo tanto, son raíces extrañas. Así, pues, la ecuación no 
tiene raíces. 
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EJERCICIOS 

Demuestren que las siguientes ecuaciones no tienen raíces: 
3. Y x— 1+ V2^~x= —5- 

5. YX 1 - 1-14 = Y 7=8 + Y 8=7. 
r. logjíx 1 — l) + log,(x»—l) + log«(l — x')~ \'x. 
loe., (*+2) log, (*+3) ,- 

3. 2 -)-3 1 

). 'Y i—l + y 2=7 = x —5. 

K ií+ i*—16 =I6+ x’-lG • 

I. log (10 —x*) = /*+ /x+2. 

!. 2 '°k.^-« = 2*_5. 

1. Y x* + i + /F+Í^l. 294. x' + **+l = log, 2 

3 

¿Son equivalentes las siguientes ecuaciones? 
í. x*+l = Y'x y *‘ + 1+| /‘t=xm\ r Z+YT=i. 
i. **—1 = Y* y x 1 — 1-|- V^l — *= Yx-\- Y 1 — x • 

*3+x = 0 y - * 3+ - r = 0. 298. x J +l=0 y =0. 

X X 


2x* + 2x + 3 3x* + 2x-1 


y 2z»+2*+3=3x*+2r-l. 


z+3 ~ x+3 J ~ 1 “ -- - “ - 

if! ^ = W-l y 2 j-* + 2x + 3 = 3x J + 2r — I. 

/;+2=|/S+l y (|/ÍH-2)*»(/S+l) 2 . 

(^¿- 2 ) 2 = (1/27-1- 1 ) 2 y x-4 y7 + 4 = 2 x + 2 /S+l. 

2 j/7-7i* = 2 y 2 |/"x—7x* = 2x + 2 V*. 

2 /x—7x s -=2x + 2 yí y — 7x* = 2x. 

¿Son equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos de ecuaciones? 
(expliquen la respuesta): 

(x —4) (x + 3) =0 y x—4 = 0; x+3 = o. 

( *- 4) ( 2 +^ir) =ny I - ,,=n; x +i^T =tí - 

(x 4) ( I +~4‘) sa, 0 y X—4=0; x+—J-j- = 0. 
yi=2 y7+3=0 y y7=2=0; y7+3 = 0. 

y2=7y7+3=o >■ y 2 = 7 = 0 ; y7+3=o. 

(x —3) log (2—x)=0 y x —3 = 0; log(2—x) = 0. 

(2—x) log (x —3) =0 y 2—x = 0; log(x—3) = 0. 

^^ . (-H) = fí y x ,_ 2 ,_ s .„. I+1=0 . 
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i* — 5x + O 
313 ' i*-Gi + 8 (2 


x ) 4 
x»-!J 


_1) = 0 y 


i*—5*+6 = 0 
2 x '- t ’-1=0. 


Resuelvan las siguientes ecuaciones y efectúen la verificación. Si hay 
raíces extrañas expliquen la causa do su aparicióu. 

314. 21 4 

315. 

31C. 

317. 


2 — x 1 
x + 2 

2 

2 — x 

‘¿x-x 1 ■ 

.. 4 

— o 

x+1 1 

1 —X 

1 X — 1 


1 4 

25 

1 

13 

2r — 1 1 

4x l — 

r- 

Cxj 

i-2x 

6 

2 

= 2 —- 

+ 4 


2-1 ’ 

318. 1 + /27+7 = i-3. 

3111. y_lL . 320. |/22^í-y'iU-* = 2. 

321. /í+ 3+/3F=Z-7. 322. /3x-2 = 2 J^x + 2-2. 
323. /27+1+ /i^3 = 2 /*. 324. log (54 — i 3 ) = 3 log*. 

325. log (x — 2) + log (x — 3) = 1 — log 5 
32G. log y"5ir—4+ log /*+! = 2+ log 0.18. 
log (3i — 5) 1 


327. 


log (3x* + 25) ’ 2 • 

329. log x (2z J —7i + 12) =2. 

330. log x (2x* — 4i + 3) = 2. 


log (2* — 5) _ , , 
328 ‘ log (x 2 —8) -°* 5 - 


§ 8 . Ecuaciones racionales 

En el présenlo párrafo se estudian las ecuaciones del tipo P (x) = 
= 0, = 0, dondo P (x) y Q (x) son polinomios, así como las 

ecuaciones del tipo / (x) = g (x), donde / (x) y g (x) son expresiones 
racionales. 

Recordemos algunos conceptos de álgebra. 

1. Todo polinomio de grado n sobre un campo de números complejos 
tiene n raíces complejas. 

2. Si x = a es la raíz de polinomio P (x), P (x) se divide entre el 
binomio x — a sin resto. 

3. Sean números enteros todos los coeficientes del polinomio P (x) 
con la particularidad de que el mayor es igual a 1. Si semejante poli¬ 
nomio tiene como su raíz un número racional, éste es un número entero. 

4. Sean números enteros todos los coeficientes dcL polinomio P (x) — 
= a 0 x n + apr" 1 + . . . + a„. Si la raíz del polinomio es el número 
entero b, éste es el divisor del término independiente a n ^condición 
necesaria para la existencia de la raíz entera). 
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Señalemos que al resolver ecuaciones enteras racionales sólo se 
realizan transformaciones equivalentes, por esta razóu las raíces 
halladas no se verifican; no hay necesidad de indicar osto en cada 
caso concreto. Poro, al resolver ecuaciones racionales fraccionarias, 
se efectúa la multiplicación de ambos miembros de la ecuación por 
una misma expresión (eliminación de denominadores), lo que puedo 
conducir a la aparición de raíces extrañas. Por ello, al resolver ecua¬ 
ciones racionales fraccionarias es preciso ejecutar la verificación. 

Durante la resolución de ecuaciones racionales los métodos prin¬ 
cipales son los siguientes: 1) descomposición en factores; 2) introduc¬ 
ción de nuevas variables (auxiliares). 

El método de descomposición en factores consiste en lo siguiente: 
sea 


/ (*) = /l (*)•/* (*)• • • • */n (i), 

entonces cualquier solución de la ecuación 

/ (x) = 0 (1) 

es la solución del conjunto de ecuaciones 

A (*) - 0; /, (x) = 0; . . /„ (z) = 0. (2) 

La afirmación inversa es incierta: no toda solución del conjunto de 
ecuaciones (2) es la solución de la ecuación (1). 

Así, p.ej., la ecuación 


se reduce al conjunto de ecuaciones: 

-^- + 2 = 0 . 


(3) 

(4) 


Las soluciones del conjunto (4) son los valores: z, = l, x 2 
x 3 '=0, x t =-i-, 

Pero, con x=l no queda definida la expresión y 

x = 0, la expresión " 


= 2 , 

con 


(3) * mes ' ^ os va ^ ores x ~ A x = 0 no son raíces de la ecuación 

En general, al resolver la ecuación (1) según el método de descom¬ 
posición en factores de las raíces halladas de las ecuaciones del 
conjunto (2) satisfacen la ecuación (1) aquellos, y sólo aquellos, 
valores de x que pertenecen al campo de definición de la ecuación 
(!)• 

ejemplo i. Resolvamos la ecuación x 3 + 2x 2 + 3x -f 6 = 0. 
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solución Descompongamos en factores el primer miembro de la 
ecuación. Tenemos: x 2 (x + 2) + 3 (x + 2) = 0 y, más adelante 
<x -|- 2) (x 2 + 3) = 0. 

La última ecuación os equivalente al conjunto de ecuaciones: 
2 + 2 = 0; x 2 + 3 = 0. 

Después de resolver este conjunto, obtenemos: x l = —2, x 2i3 — 
= ±£ y 3. Estas son las raíces de la ecuación dada. 

ejemplo 2 , Resolvamos la ecuación x 4 + x 3 + 3x 2 + 2x + 2 = 
= 0. 

solución Los intentos de realizar en el primer miembro de la 
ecuación una agrupación análoga a la hedía en el ejemplo 1 son 
infructuosos. Por ello, intentamos representar alguno de los térmi¬ 
nos de la ecuación en forma do la suma de varios sumandos de modo 
que la agrupación, quo permita obtener una descomposición «venta¬ 
josa» en factores, sea ejecutable. Hagamos 3x 2 = x 2 + 2x 2 . 

Entonces obtenemos: (x 4 + x 3 + x 2 ) + (2x 3 + 2x + 2) = 0 y, 
a continuación, x* (x 2 + x + i) + 2 (x 2 + x + 1 ) = 0 , (x 2 + x + 
+ !)(** + 2) = 0. 

Nos queda por resolver el conjunto de ecuaciones: x 2 + x + 1 = 
= 0; x* + 2 - 0. 

De este conjunto bailamos: x tl2 = —±—; * 3l4 =±í]/2. 

ejemplo 3 Resolvamos la ecuación x 3 + 4x 2 — 24 = 0. 
solución Intentemos hallar la raíz entera déla ecuación prefijada. 
Con este fin, escribimos los divisores del término independiente: 

a = ±1; ±2; ±3; ±4; ±6; ±12; ±24. 

Después de esto, comenzamos las pruebas. En lugar de x ponga¬ 
mos on la ecuación dada el valor a = 1. Obtenemos: l 3 + 4*1 2 •— 

— 24 += 0. 

Do modo que x = 1 no es la raíz de la ecuación. Continuamos las 
pruebas: a = —1 : (-1) 3 + 4-(-t) a - 24 # 0, a = 2 : 2 3 +4-2 a - 

— 24 = 0. Así, pues, x t = 2 es la raíz de la ecuación. 

La ecuación dada es de tercer grado, lo que quiere decir que ella 
tiene dos raíces más. llagamos uso de que el polinomio x 3 + 4x 2 — 

— 24 so divide entre x — 2 sin resto. Efectuemos dicha división 

* J —2i» 

Cx'-I2x 
_12í-24 
122 — 24 


i — 2 

24 i * + 62 + 12 


0 
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De este modo, x 3 + 4x 2 — 24 = (x — 2) (x 2 -f t>x 4- 12), debido 
a lo cual la ecuación toma la forma: 

(x — 2) (x 2 + Gx + 12) = 0. 

Esta ecuación es equivalente al conjunto de ecuaciones (una de 
las que, de hecho, ya se ha resuelto): x — 2 = 0; x* + (lx ~¡- 12 = 0. 
De la segunda ecuación del conjunto hallamos: x 2-3 — —3 + i /3. 

Así, pues, la ecuación dada tiene las siguientes raíces: x, = 2, 
x s = —3 + i 3, x 3 = —3 — i V3. 

obser vación. La ecuación x 3 + éi 1 — 24 = 0 puede resolverse de acuerdo 
con el método de descomposición en factores. Representando \x 2 en (orina de 
la suma — 2x 2 + Gx 3 , obtenemos sucesivamente: 

x 3 — 2r* + Gx 1 — 24 = 0 
í 3 (x-2) + G(i-2)(i + 2) = 0, ele. 

ejemplo 4 . Resolvamos la ecuación x G — 9x 3 + 8 - 0. 

solución. Apliquemos ol método do introducción do una nueva 
vnriablo. Hagamos y = x 3 . Entonces, la ecuación prefijada toma la 
forma: y 2 — 9y -j- 8 = 0, de donde hallamos: y, = 1, y 2 = 8. A con¬ 
tinuación, el problema se reduce a resolver el conjunto de ecuaciones: 
x 3 = 1; x 3 = 8. 

Resolvamos la primera ecuación. Tenemos: x 3 — 1=0 \, después, 
(x —l)(x 2 + x+l) = 0, de donde x, = 1; x Ji3 = — -L ± i . 

Do manera análoga, do la segunda ecuación del conjunto halla¬ 
mos: 

= 2 ; x*.» = —i ± í /<T. 

ejemplo 5 . Resolvamos la ecuación 

(x z x + 4) 4 8x (x 2 -|- x -|- 4) -I- IGx- = ü. 

solución Hagamos y = x 2 -|- x 4- 4. Entonces la ecuación dada 
toma la forma: 

y 1 + 8 xy + 15x* = 0. 

Resolvamos esta ecuación como cuadrática con relación a y: 

y,, 2 = — 4x ± V\Gx 2 — 15x ¿ . 

De modo que y 1 = —3x, y 2 = —5x. Así, pues, el problema se reduce 
a la resolución del siguiente conjunto de ecuaciones: 

x 2 + x + 4 = —3x; x 2 + x + 4 = —5*. 

De este conjunto hallamos: Xi.j = —2; x,. 4 = —3 ± \ •> 
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ejemplo 6 . Resolvemos la ecuación 21a : 8 -f- x 2 — 5x — 1 — 0. 
solución Las ecuaciones en las que el primer miembro es un 
polinomio con coeficientes enteros y término independiente igual 
aló — 1 , se transforman con facilidad en ecuaciones reducidas me¬ 
diante la división término a término por x a la mayor potencia (os 
fácil ver que semejante división no conduce a la pérdida do raíces* 
ya que x = 0 no os raíz de la ecuación, donde el término independien¬ 
te es distinto de cero) y la posterior sustitución de —j por y. En 
uuestro ejemplo, obtenemos: 



Haciendo — — y, llegamos a la ecuación 21 -f- y — 5y z — y 3 — 0 

y, a continuación, y 3 -f- 5y 2 — y — 21 = Ü. Hallando, según el 
método de pruebas como en el ejemplo 3, la raíz entera de la ecuación 
y l = —3 y dividiendo el polinomio y 3 + 5y* — y — 21 por y + 3* 
obtenemos el trinomio de segundo grado y 2 -f 2y — 7 con las raíces 
de segundo grado y ¿ + 2y —7 con las raíces y t , 3 = —1±2)^2. 


Puesto que x = 



*t 


l T 

— -3 . *3.3 - 7 


ejemplo ; Resolvamos la ecuación 4x 3 -f- 10x 3 — 14x — 5 — 0. 
solución Aquí vamos a emplear un procedimiento más para 
transformar una ecuación no reducida en reducida (el objetivo de 
tal transformación está claro: la ecuación reducida tiene como raíces 
racionales sólo números enteros y nosotros tenemos procedimientos 
para bailar raíces enteras). Multipliquemos ambos miembros de la 
ecuación inicial por un número tal que el coeficiente de x 3 sea el 
cubo de cierto número entero. En nuestro ejemplo, tal factor puede 
ser el número 2. Multipliquemos ambos miembros de la ecuaciÓD 
por 2 : 

8 x 3 — 20 x 3 + 28x — 10 = 0 . 


Ahora, haciendo y = 2x, la ecuación loma la forma: 

y 3 — 5 y 2 + —10 = 0. 

Como on los anteriores ejemplos, hallamos las raíces de la 
ecuación reducida: = y 2 .3 = 2±i]^6. Siendo x — -y, las raíces 

de la ecuación inicial son las siguientes: x l = -y, 

2 ± ¿ /fi 


•t 
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ejemplo 8 . Resolvamos la ecuación 

3x 4 — 2j? + 4x* — 4x + 12 = 0. (5) 

solución. La ecuación darla tiene una interesante peculiaridad; 
la razón entre su primer coeficiente y el término independiente y el 
cuadrado de la razón entre el segundo coeficiente y el penúltimo 
son iguales entre sí. Las ecuaciones con semejante peculiaridad reci¬ 
ben el nombre de recíprocas. En este ejemplo vamos a mostrar el 
procedimiento para resolver una ecuación recíproca do cuarto grado. 

Dividamos ambos miembros de la ecuación por a - 2 (esto no con¬ 
duce a la pérdida de raíces, ya que el valor de x = 0 no es raíz de 
la ecuación dada). Obtenemos: 

3* 2 -2x+4-A + i2 =0 

y, « continuación, 

3(z z + ^-)-2(x + A) + 4 =0. (6) 


2 / 2 \ 2 

Hagamos x+~ = y, entonces íz +— Y— J z y, por lo lanío, 

4 2 

z 2 + — 5 - = y 2 —4. Sustituyendo en la ecuación ( 6 ) x-\ -por y y 

/ 

por y 2 —4, obtenemos: 3 (y 2 —4)—2y4 = 0, de dundo 
Vi ~ 2 , 1/2 — g" ■ 

Ahora el problema se reduce a resolver el conjunto do ecuaciones: 


. 2 0 . ,2 
z-f — = 2 ; z-f — = 



2 i l* j ^ 

Do este conjunto hallamos: x 1 >í =l±í, x 3-1 =— 

Estas son las raíces de la ecuación (5). 

QrZ 

t ?) eiemplo 9 . Resolvamos la ecuación x 2 + T . —27. 

solución. El primer miembro es una suma do cuadrados. Esto 
lleva a la idea de añadir a ambos miembros de la ecuación una ex¬ 
presión tal, con la que el primer miembro se convierta en el cuadrado 
perfecto de la suma. Así, pues, adicionando a ambos miembros do la 

ecuación la expresión — 2 x obtenemos: 



3x 


M 


i+3 
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y, a conlíouación. 


+ g_A-27 = 0 . 

\7+3J *+3 


Ahora, hagomos Entonaos la oouactón toma la tor.ua: 

*■ í so 0 lia' rloT. ft —t del ^conjunto de ocoa- 

cioiics , 


x+3 


= —9; 


x+3 


= 3. 


9 ¿ 3/3 (le kv 

De la prunora ecuación hallamos x,. 2 = 3 — 2 

, „ _ 2 , 3 /5 Tod0 g los valores hallados satisfacen 

1 „ condición x + 3^0 y, por coi.siguic.ito, son las ra.ccs 1 
ecuación inicial, 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguiente —iones según el método de descomposición en 

33¡ l0r ”-- i -0. 332. x‘ -04 = 0. 333. x 4 + «- 
S.^-0 335-/+-J-0. 336. z3_^ + x+6 = 0. 

SÍ±1?+S Z +3)"=27x. + 8 . . 

339 2x* — 2ix 3 + 74x* — lÓ5x + 50 — 0. 

340. J + 5x 3 + 4x 3 - 24x - 24 - 0_ 

j&\ i + }S i ¿ ' ^-27x1-108=0. 

343. (x + 1) (x 3 + 2) + (x + 2) (x + 1) 

344. 3 (x+-p-) - 7 ( 1 + —) =0 ‘ 

J3 + £L ( Í±íIiL±^-=-35. 

3 (3-t) (2-i) (1 —*) 


346. 


i — 2 . x + 2 


x —4 , x+4 


28 
15' 


T^T" r x+» ' *-3,_*+ 3 
347. 2x 4 - x 3 + 5x* - x + 3 - 0 _ 

3, * 8 ‘ Resuelvan las seguientes ecuaciones"según el método de introducción de una 

variable auxiliar: 

349. x» - 15x 4 - 16 = 0. 

302.il ±i. h _2 R -2.9. 353. —^=3 —x-x*. 


354. 


x 1 — x+2 _ 
-x + 1 z * — x — 2 


: 1. 
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_ i _ | 2 0 

' x 2 -3x-|-3 + x*-3x+4 — x 2 -3ar-t-5* 

356. x 3 -x»-—JL_ = 2. 

X 3 — x ¿ 

357. x (x - 1) (x - 2) (x - 3) = 15 

358. (x - 1) x (x + 1) (x + 2) = 24. 

359. (x + 1) (x + 2) (x + 3) (x + 4) = 3. 

300. (8x + 7) 1 (4x + 3) (x + 1) = 4, 5. 

361. (x -4,5)* + (x - 5,5)* = i. 

362. (x + 3)* -h (x + 5)‘ = 10. 

Resuelvan las ecuaciones: 

363. lOx 3 — 3x* — 2x + 1 = 0. 364. 4x 3 — 3x — t = 0 

365. 38x 3 + 7x 2 — 8x - 1 = 0. 366. íx 3 + 6x 2 + 4x 4- 1 = 0 

367. 16X 3 - 28x 3 + 4x + 3 = 0. 

368. tOOx 3 — 120x 2 + 47x — 6 = 0 

369. 6x 3 - 13x 2 + 9x - 2 = 0. 370. 4X 3 -f 6x 5 + 5x + 09 = O 

371. 3r» - 2x 2 + x — 10 = 0. 372. 32x 3 - 24x 2 - 12x - 77 = O, 

373. 4x 3 + 2x 3 — 8x + 3 = 0. 

374 . 2 (** + -^)-7 (*+--)+»«». 

375. 4** + 12x + —+-4—47. 

X 1 X 2 

m. ,■ + «+.-+.-.-4, 377. 4+f . 5 (^.+ ±). 

378. x* - 2x 3 - x J - 2x + 1 = 0. 

379. x* + x 3 + 4x 3 + 5x -f 25 = 0; 

380. x* -f- 2 x 3 — 7x J + 4x + 4 = 0. 

381. lGx* + 8X 3 - 7x* + 2x + 1 = 0. 

382. x x — 8x-|-G3 = 0. 383. **-<*-» 

X x* — üx — 9 ‘ 


§ 9. Ecuaciones que contienen una variable bajo el 
signo de módulo 

Al resolver ecuaciones que contienen una variable bajo el signo 
de módulo se utilizan con la mayor frecuencia los siguientes méto¬ 
dos: 1) supresión del módulo por definición; 2) elevación de ambos 
miembros de la ecuación al cuadrado; 3) método de partición en 
intervalos. 

ejemplo i. Resolvamos la ecuación 

| 2x — 3 | = 5. (1) 


solución 1-er procedimiento. Como por definición 



f(x) si /(x)>0, 
-j{x) si / (x) < 0, 
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la ecuación (1) es equivalente al siguiente conjunto de dos sistemas 

mixtos: 

j2x-3>0 I 2x-3<0 
12x — 3=5 { — (2x— 3) = 5.. 

Del primer sistema de este conjunto hallamos x, == 4, del segun¬ 
do, x 2 = —1. 

2-d.o procedimiento. Como ambos miembros de la ecuación (1) 
no son negativos, ella es equivalente a la siguiente: 1 2x — 3 | s = 
= 25. Pero, [ / (x) | 2 = (/ (x)) 2 . Por ello, la ecuación ,(1) es equiva¬ 
lente a la ecuación (2z — 3) 2 = 25, de donde obtenemos: Xj = 4, 
x a — —i. 

ejemplo 2. Resolvamos la ecuación 

( 2x — 3 | = x + 1. (2) 

solución Como la anterior, esta ecuación puede ser resuelta de 
dos procedimientos. Al resolverla según el primer procedimiento ob¬ 
tendremos el siguiente conjunto de sistemas mixtos, equivalentes a la 
ecuación (2). 

í2x_3>0 í 2x — 3 < 0 

l2x-3 = x + t ; \-(2x —3)= x + 1, 

2 

de donde hallamos x, = 4, x 2 = —. 

Al resolver la ecuación de acuerdo con el segundo procedimiento, 
hay que tener en cuenta que la expresión x+1 en el segundo miem¬ 
bro de (2), según el sentido de la ecuación, debe ser positiva: x + 1 ^ 
;> 0. Debido a esta condición la elevación al cuadrado do ambos 
miembros de la ecuación conducirá a otra ecuación equivalente a la 
inicial. O sea, la ecuación (2) es equivalente al sistema mixto: 

(*+l>0 

i (2x — 3) 2 = (x +1 ) 2 , 

/ 2 

que, ul resolverlo, mis proporciona x t = 4, x 2 = -y. 
ejemplo 3 . Resolvamos la ecuación 

| 2x - 3 1 = | x + 7 |. (3) 

solución lis fácil cerciorarse de que el procedimiento «elevación 
al cuadrado» (segundo procedimiento) es aquí el más conveniente. 
En efecto, al aplicar dicho procedimiento, obtenemos una ecuación, 
equivalente a la (3): 

(2x — 3) 2 — ix + 7) 2 , de donde x, = 10, x 2 =— y. 
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ejemplo 4 . Resolvamos la ecuación 

I 3 — x | — | x -f- 2 ¡ = 5. (í) 

solución. En este caso es preferible el método de «partición en 
intervalos» (tercer procedimiento). 

Marquemos en la recta numérica el valor de x con el que 3 — x = 
— 0 y el valor de x con el que x 2 = 0. Con ello, la recta numéri¬ 
ca se dividirá en los intervalos I—oo; —2[, [—2; 3], 13; oo[, Resolva¬ 
mos la ecuación (4) en cada uno de los indicados intervalos, es decir, 
el conjunto de sistemas mixtos, equivalente a (4); 

i —co <x< — 2 f —2<x<3 (3<x< oo 

l3_x-|-x + 2 = 0 : 13 — x—x—2=5 ’ \-3 + x-x-2 = 5, 


o bien 


x<—2 

5 = 5 


— 2^x<3 fx>3 

= -2 ; 1-5 = 5. 


x> 3 


La solución del primer sistema de este conjunto es el rayo 
I—co; — 2 [, del segundo sistema hallamos que x = — 2 , y el tercero, 
no tiene solución. Unificando las soluciones de estos tres sistemas 
obtenemos la solución de la ecuación (4); I—oo; —2|. 
ejemplo s. Resolvamos la ecuación 

| x — 2 1+ | x — 1 [ = x — 3. (5) 

solución La ecuación (5) es muy parecida a la resuclta^eirel 
anterior ejemplo, es decir, a primera vista puede parecer quo su más 
conveniente resolución se llevaría a cabo según el método de «parti¬ 
ción en intervalos». Pero, de la ecuación (5) está claro que x — 3 > 
> Oj o sea, x > 3 y, entonces, asimismo, x — 2 > 0 y x — t > 0. 
Así, pues, la ecuación (5) es equivalente al sistema mixto 

> 3 quo es equivalente a 1 ^ } que no 

tiene soluciones. 

De modo que la ecuación no tiene raíces. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las ecuaciones: 

38-5. | i | + j 3 = 0. 385. (2 - 1) (| i | - 1) = - 0,5. 


4x-8 


= 2. 387. 


3t— r> i 


lx-2¡ 5 2 

388. 7 — 4r = | 4i — 7 \. 389. | 32 — 5 | = 5 — 3i 
3Ü0. i i 2 — 3z 4- 3 | = 2. 391. | 2x — z 3 4- 3 | = 2 ' 

392. | 2 * + 2 - 1 | = 2z - 1. 393. | 2 '- - z - 3 I = - z - 

394. 2 |r’ + 2z - 5 1 = 2 - 1. '395. i J +3|z| + 2 = 0 
39G. fz -i- 1)» — 2 |x 4- 1 ¡4- 1 = 0.- 397. 2 1 4- 2x - 3 | 1 -1- 


I- •' == 9- 
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308. 

4U0. 

4D2. 

404. 

405. 

407. 

408. 
400. 
410. 
412. 

414. 

415. 


|*|+|r + l|=i. 330. | x + 1 | 4 I x + 2 | = 2. 

|x-l I — | * — 2 | = 1. 401. | x — 2 | 4- | 4 — i | = 3. 

| x — 1 | -1- | x — 2 | = 1. 403. | x — 2 | + | a:— 3 | + | 2x— 8 | 

|'x 2 l 1*4-11— 2i*\ = 2 |x |. 406.' | x |— 2 \x 4* 11 + 3|x + 2 | 
|x+1 | — | x | + 3 | x — 1 t — 2|x-2|=lx + 2|. 

I x | — 2 |x + 1 I + 3 | x + 2 | = 0. 

I x | + 2 I * + 1 | — 3|x — 31=0. 

| x* —9 | V | x — 2 | = 5. / 41*. | x*-l | + *+1-0. 

I ¿i _ /, | _ | <J _ x* | = 5. 413. 1 x* — 9 1 + I x* — 4 | = 5. 

| x — x 1 — 1 | = i 2x — 3 — x* | 

| x* + 2x | — | 2 — x | = I x* — x |. 


410. || 3—2x | — 1 | =2 | 1 1. 417. 


| x 2 — 4x |+3 
x 5 + I x —5 | 


i. 


§ 10. Sistemas de ecuaciones racionales 

I. Nociones fundamentales. Varias ecuaciones con dos^ varia¬ 
bles x, y forman un sistema si se plantea el problema de la búsqueda 
de lodos aquellos pares (x; y) que satisfacen cada una de las ecuacio¬ 
nes dadas. Cada uno de dichos paros lleva el nombre de solución 
del sistema. Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar todas 
sus soluciones. En particular, el conjunto do soluciones de un sistema 
puede ser vacío y, entonces, se dice que el sistema no tiene soluciones 
o quo es un sistema incompatible. 

Varios sistemas de ecuaciones con dos variables x, y forman un 
conjunto de sistemas si se plantea el problema de buscar todos los 
pares (x, y), cada uno do los cuales satisfaga, por lo menos, uno de 
los sistemas dados. Cada uno de tales pares so denomina solución 
del conjunto de sistemas. 

El proceso do resolución de los sistemas de ecuaciones consiste, 
por regla, en el paso sucesivo, mediante ciertas transformaciones, del 
sistema dado a otro más «cómodo»; a continuación, a otro aún más 
«cómodo», etc. Si como resultado de ciertas transformaciones del 
sistema 

fi (*, y) = gi (*» y) 

f t (x, y) = g 2 (x, y) ( 1 ) 

/„ (*> y) = g„ (x, y) 


pasamos al sistema 

í\ (x, y) = g[ (x, y) 

/;(*. ?)=*'«(*. y) 

fn (x- y) = g'n {x, y) 


(2) 
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y, si con ello, cada solución dol sistema (1) es, simultáneamente, la 
solución del sistema (2), éste recibe el nombro de corolario del sistema 
(1). Ei corolario de un sistema de ecuaciones puede ser también una 
sola ecuación. P.ej., la ecuación 3x— 2y = 3 es el corolario del 
sistema 

1 2x +• y = 5 
U— 3y = —2 


(como la suma de las ecuaciones del sistema). En general, el corola¬ 
rio do un sistema de ecuaciones puede ser otro sistema con un número 

í 2a- + y -- 5 

do -ecuaciones tan lo menor como mayor. Así, el sistema < x — 3 y = — 2 

Ux—2¡/ = 3 


es el corolario det sistema 
A su vez, el sistema 


í2x + i/ = 5 
\x —'¿y = - 2. 
2x + y = 5 
x — 3 y — - 2 


f 2x -f y = 5 

es el corolario del sistema lx—3y = —2 

(3x-2y = 3. 

Dos sistemas de ecuaciones reciben el nombre de equivalentes 
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. Está claro, que dos 
sistemas son equivalentes si, y sólo si, el segundo es ol corolario do! 
primero y ol primero, del segundo. Én particular, de aquí se des¬ 
prende que si en un sistema de ecuaciones se adiciona una ecuación 
más, corolario del sistema (lado, el nuevo sistema es equivalente 
al inicial. Si omitimos cierta ecuación del sistema, la restante 
ecuación (o bien sistema de ecuaciones) será corolario del sistema 
inicial. Si en el planteamiento no se lia prefijado sobre qué conjunto 
lia de resolverse el sistema de ecuaciones racionales, se supone que 
es necesario resolverlo sobre un conjunto de números complejos. 

Aducimos dos teoremas que se utilizan durante la resolución de 
sistemas de ecuaciones. 

teorema i. Si la ecuación f l (x, y) = g k (x, y) es equivalente (es 
el corolario ) a la ecuación /' (x, y) = g' (x, y), mientras que la ecuación 
fi y) — Si ( x , y) «s equivalente (es el corolario) de la ecuación 
fl {*> y) = Si ( x < y) 1 l °s Sistemas 

f/i(*» y) = £i(z, y) í/;(x-, </)=.?; (x, y) 
y)=*gi(*, y) J !/;(*, y)=g‘Ax, y) 


son equivalentes (el segundo sistema es el corolario del primero). 


5-0204 



Primera pacte. Algebra. Capítulo II 


60 


TEOHGiti a 2 Si la ecuación / (x, y) = g ( :C > </) es e ¿ corolario de las 
ecuaciones U (s, y) = g, (x, y) y / 2 (x, ij) = g 2 (x, y), el sistema 

[/,(*, y) = gA*, y) (M*. </) = £*(*. y) 

\/(x, y) = g(z, y) ° bien l /(*, y) = S (*. V) 


(3) 


es el corolario del sistema 

|/i(*. ¡/) = ári(z. y) 

\/ 2 (*. y) = g°(x< i/). 

/,(*. >j) 

en tanto que el sistema / 2 (x, y)=g 2 {x, y) es equivalente al sis- 

./(*. y) = g(x, y) 

lema (3). 

E» particular, corolarios del sistema (3) serán tales sistemas: 

J/.(■*. y) = tíi(x, y) (4) 

l/,(x, y)±f t {x, y) = gA 1 ’ y)±gi(x, y), 

¡/¡(x, y) , 5) 

l /,(*, [/)•/* (x, [/) = g,(x, //) • g z (x, !/). 
í/l<*. !/)"=£.(*. 1 /) (G) 

u/l(*. </))* = (g.(*. y)) 2 - 

Si no hay tales pares (x, y), con los que ambas ecuaciones 
f 2 (x, y) y g 2 (x, U) se reducen simultáneamente a cero, la ecuación 


1 


1 


--- T -- es equivalente a la ecuación / 2 (x, y) — g 2 (*. y)- 

M*. y) e 2 ix. y) , ...... 

Entonces al sistema(3) será equivalente el siguiente sistema: 


( 


/»(*. y) = gi(x, y) 

i i 


U (X. !/) Si (X, !/) 
A su voz, su corolario es el sistema; 


! 


/,(*. y)=£.(*> y) 


/* (I ’ M-br - (I ’ s*(*. y) ‘ 

Así, pues, llegamos a la siguiente conclusión: si no existen tales 
pares (x, y ), con los que ambas expresiones ¡ i (x, tj) <J g 2 (x, y) se reducen 
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simultáneamente a cero, el sistema 

{ /.(*, y) = g,(*< y) 

1 1 ( J - y) _ gi (*i y) (7) 

/i U, y) g 2 (*, y) 

es el corolario del sistema (3). 

Si al resolver el sistema lo hemos transformado en un sistema, 
que es corolario del inicial, las soluciones halladas del nuevo sistema 
obligatoriamente deben ser verificadas (p.cj., poniendo en el sislema 
inicial los valores obtenidos de las variables). A continuación, serán 
útiles las siguientes afirmaciones: 

I. El sistema (4) es equivalente al (3). 

2. Si no existen tales pares (x, ;/), con los que ambos miemlnos 
de la ecuación /, (x, y) = g, (x, y) se anulan simultáneamente, el 
sistema (5) es equivalente al (3). 

3. El sistema {0) es equivalente al (3) sobre un campo de números 
reales si para toda x, y del campo de definición del Sistema (\) se 
cumple la desigualdad /, (x, y)-g t (x, y) 0. 

4. Si no existen Lales pares (x, y), con Jos que simultáneamente 
se reducen a cero ambos miembros de Ja segunda ecuación del sistema 
(3), el sistema (7) es equivalente al (3). 

Indiquemos un resultado más que se desprende de los teoremas 
1 y 2 . 

TEonlSMA 3. Si el conjunto de ecuaciones 


~ fu (*. y) y) 

/m(*. »)=»**,(*. y) 

_ /«(*. y)=fin, (*, y) 

es equivalente a la ecuación /, (x, y) = g, (x, y) o bien es $u corolario, 
el conjunto de sistemas 

~ (/ 1 (*. y) = *,(*> y) 

y)=g tl {x, y) 

U i(*. y) = gi(x, y) 

[f 2¡ (x< y) = Bu (*. u) 


<f¡(x, y)=g t (z, y) 
y) Rsk (*- y) 

es equivalente al sistema ( 3 ) (o bien es su corolario) 


5* 
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Ea parí i colar, el corolario dul sistema 

/i(j, i/) = g,(x, I/) 

/*.<*. »)■/«(*. !/)•-•• 'fih (*. J/) = 0 
es el con junio de sistemas: 

JA (i. y)=*gi(*, y) 

y)=° 

r/t (*i í/)=gi (*. g) J/i (*. g) =£1 (*• ?/) 

!/„(*, J/) = o 5 1 fjh ( x > y) = O- 


EJEMPLO 1 


Resolvamos el sistema 
xij — 6 = 


x 


Jxy+ 24 = 


x» 

9 


( 3 ) 


sobre nn cuiijuiilo de números reales. 

soi.ucion Mullí plica mío cutre sí las ecuaciones del sistema (8), 
obtenemos el sistema: 


r 1,3 

¿í/ - G = — 

(W + 24)(**-6)-Jgl, 


que es el cocolnrio del inicial. Con ayuda de sencillas transformaciones 
la segunda ecuación del sistema (9) se reduce a la ecuación xi/ = 8, 
es decir, al corolario de la segunda ecuación del sistema (9). Enton¬ 
ces, lomando en consideración el teorema 1, el sistema 

( 10 ) 

W = 8 

será el corolario'del sistema (9). Sustraigamos aliora la primera ecua¬ 
ción del sistema (10) de la segunda. Obtenemos el sistema: 

(xy = 8 


y, a continuación, 



( 11 ) 


A consecuencia dol teorema 2, el sistema (11) es el corolario del 

( 10 ). 
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Después de multiplicar entre sí las ecuaciones del -islenia (11), 
obtenemos el sistema 


W‘ = 16, 


( 12 ) 


que es el corolario del sistema (11). De la segunda ecuación del siste¬ 
ma (12) hallamos y l = 2, = —2 (nos limitamos a las raíces reales) 

y de la primera ecuación Xj = 4, x 2 = —4, respectivamente. 

Así, pues, el sistema (12) tiene los siguientes soluciones: (4; 2) 
y (-4; -2). 

verificación. Como el sistema (12) es, en fin de cítenlas, el coro¬ 
lario del (8), las soluciones halladas del sistema han de verificarse, 
lo que puede realizarse poniendo las soluciones obtenidas del sistema 
(12) en el (8). Esta verificación muestra que ambas soluciones del 
sistema (12) lo son también del (8). Así, pues, las soluciones del 
sistema (8): (4; 2), (—4; —2). 


Í xy-\-xz = — 4 
yz -( -yx= — 1 
zx + zt/ = —9. 


solución. Sumando las Lies ecuaciones del sistema obtenemos 
xy -f- xz -f- yz = —7. Uniendo esta ecuación a ias ecuaciones del 
sistema prefijado, obtenemos un sistema equivalente al dado según 
el teorema 2: 

xy+xz + yz=* —7 
xy + xz= —4 
yz -}- yx = — i 
ZX + ZtJsa —9. 

Sustituyanlos la segunda ecuación de este sistema por la diferen¬ 
cia do las dos primeras, la tercera ecuación, por la diferencia de la 
primera y la tercera, y la cuarta, por la diferencia de la primera y la 
cuarta y, además, omitimos la primera ecuación. Obtenemos el 
sistema: 

yz= —3 

' xz = — 6 
xy — 2 

que, en virtud del teorema 2 y Ja afirmación 1, es equivalente ¡il 
dado. Multiplicando entre sí las tres ecuaciones, hallamos: (xyz)- — 
— 36. Añadiendo ésta a las ecuaciones del anterior sistema, llegamos 



70 


Primera parte. Algebra. Capítulo 11 


al sistema equivalente. 

{xyz) 2 30 
1/2 = —3 
xz= —6 
xy — 2 

(aquí se utiliza tle nuevo el teorema 2), al que, a su vez, en virtud 
del teorema 3, es equivalente el conjunto de sistemas: 


xyz — 6 
yz — 3 

xz = - 6 ’ 
x\j=* 2 


xyz— — G 
uz— — 3 
xz — -Q 
xy = 2. 


Resolvamos el primer sistema de osle conjunto. Dividiendo sucesiva¬ 
mente la primera ecuación del sistema entro Ju segunda, tercera, 
cuarta, obtenemos: x = —2, y — —I, z = 3. 

De modo análogo, del segundo sistema, hallamos: x = 2, y — t, 
z = —3. 

De forma que el conjunto de sistemas, igual que el sistema inicial 
equivalente a él, tiene las siguientes soluciones: (—2; —1; 3), 

(2: 1: -3). 

2. Métodos Sonda mentales para resolver sistemas. Detengámonos 
en tres métodos fundaméntalos para resolver sistemas ele ecuaciones: 
1 ) transformación lineal del sistema (o bien suma algebraica); 2) sus¬ 
titución; 3) cambio de variables. El método do la transformación 
lineal del sistema se basa en ci siguiente teorema. 


TED11EMA 


Sí A - 


a, a 2 
b t b 2 



los sistemas 


(/, (-D I/) = 0 |u,/i(í> g) + a*M*> y) = 0 

t/j. (x, ij)=ü y U,/,(*, y)+i> 2 /í{z, y) = 0 
son equivalentes. 

En particular, si a, = 1, a t = 0, b, = I, b 2 — ±1, obtenemos 
el sistema 

í/i(*. y)= 0 
i/«(•*. //)±M*. n) — o* 


que de acuerdo con la afirmación 1, es equivalente ul inicial. 

Este teorema se divulga al caso cuando el número de ecuaciones 
es mayor que dos. P.cj., pora tres ecuaciones con tres incógnitas 
tiene lugar el siguiente teorema. 
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TEOREMA 4'. Si A = 


a¡ a 2 a 3 
¿i K l> 3 


= 5 ¿= 0, los sistemas 


/, (x, y, 2 ) = 0 
í 2 [x, V, z) = 0 
/«(*. V. 2 ) = 0 


«i/t + « 2 / z f 13/3 = 0 
^i/i + b.J 2 + ¿» 3 / 3 = 0 

U 1/1 + c 8 /j 4 - C 3 / 3 « 0 


so» equivalentes. 

El método de sustitución se basa en el siguiente teorema. 
teorema 5 . Los sistemas de ecuaciones 


\x=F{y) \* = F(y) 

y /(*. «/) = £(*. i/) y 1/(y). y)=g(F(y), y) 

son equivalentes. 

P.ej., serán equivalentes los siguientes sistemas: 


jx=>2r/ — 5 |x= 2y —5 

U 2 -|-¡/2 = 2x-t -y y 1 (2,v — Ti) 2 i/ z — 2 (2 1 / — 5) -f ¡/. 


o bien al sistema 


I V-l 

d l/(*. 


corolario. iSí ia ecuación cp (x, r/) = 0 es equivalente a la ecuación 
x = F (y) (o a la ecuación y = F (x)), el sistema 

j(p(x, y) = 0 

í/(*. y) = g (*. í/) 

( X = £ (l/) 

es equivalente al sistema 

l/(^0f). y)=g{F(y)' y) 

¡y=F(x) 

F(x)) = g(x, F{x)). 

P.ej., el sistema de ecuaciones 

p l + *= 2(x —5) 

lT + f“* , + » 1 

es equivalente al siguiente sistema: 
f x = ^-}-10 

* =(í/ 2 + 10 )*+y*. 


!l 


y 2 - |-lu 


¡r*+t»» 


Para un sistema de tres ecuaciones con tres variables el corres¬ 
pondiente teorema se enuncia del modo siguiente. 
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trohema 5' El sistema de ecuaciones 


{ /,(!, y, z) = g, (ar, ij, z) 

/2 (*• y> = y, z) 

z = F(x, y) 

es equivalente al siguiente sistema: 

| 7 i{*. !/< F (x, y))^ 8 i(x, V, F(x, y)) 

</ 2 (x, y, F(x, y))=g 2 (x, !/» F ( x , y)) 

U =F(x, y). 

El método de cambio de variable consiste en lo siguiente. 
Si 


y) = /i {*r» (*• y)> t 2 (*. y)) y 
F i {*< >j) = 1% <«pi (*. y). <r 2 (*. y)), 

el sistema 


(■M*. y) = o 

y) = 0 , 

mediante las nuevas variables ip, (ar, y) = u, <p 2 (x, y) = v puede ser 
h (u, v) = 0 
/ 2 (“. n) = 0 

Sean (uj*. n,), (u 2 ; v 2 ), . . (u n \ v„) las soluciones del último 
sistemo. Entonces, el problema se reduce a la solución del siguiente 
conjunto do sistemas: 


escrito en la forma 


1 v, (*. y) = u t 

í Ti (*. í/) = u a . 


Ti (x, y) = u n 

\ <p 2 (*. y) = v t ' 

i <p 2 (x, y) = v 2 ' 

• • 9 

t 2 (*. y) = v n 


Las soluciones de este conjunto serán, simultáneamente, 
del sistema 


las 


j F i (*. í/) = 0 
l F 2 (i, ij) = 0. 


Consideremos algunos ejemplos de empleo de esLos métodos al 
resolver sistemas de ecuaciones. 


ejemplo a. Resolvamos el sistema 


x 2 = 13x + 4p 


, y 7 = 4x+ 13 y. 

solución. Sustraigamos la segunda ecuación déla primera. Enton¬ 
ces, según el teorema 4, el sistemo 


x 7 — y 2 = (13j+ 4t/)— (4x+ 13 y) 
t/ 2 = 4i-f 1 3 í/ 
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es equivalente al inicial. Analicemos Ja primera ecuación riel sistema 
obtenido. Tenemos (x — y) (x + y) = 9 (x — y) y. a continuación, 

(a — y) (x + y — 9) = 0. 

Como resultado, llegamos al siguiente sistema que, según el 
teorema 1, es equivalente al inicial: 

í (x— y) (x+ y— 9) = 0 

I p 2 = 4x-f- 13¡/. 

De acuerdo con el teorema 3 este sistema es equivalente al siguien¬ 
te conjunto de sistemas: 


x—y — 0 
y 2 =4x + \3y' 


x+ r/ — 0 = 0 
p 2 = 4x-f 13f/. 


Resolvamos cada uno de estos sistemas con el método de sustitu- 

ción. El primer sistema se transforma a la lorma „ , 

y- = -»J -i- I3¿/, 

( x'i = 0 [ x 2 = 17 

de donde hallamos: { „ : i 

l i/! = 0 { y t =rl7. 

El segundo sistema del conjunto se transforma a la forma 


f x— 9— y 
( p 2 =4(9 — y)+ 13p. 

De la ecuación y 1 — 4 (9 — y) -f- 13¡/ Jiollamos. y., = 12, t/ t = 
= —3 y, a continuación, ele la relación x — 9 — y obtenemos .r, = 
= —3, x 4 = 12. 

En total, hemos hallado cuatro soluciones: (0, 0), (17, 17), 
(-3; 12), (12; -3). 

vinificación. Como durante la resolución del sistema prefijado 
se lian realizado sólo transformaciones equivalentes, las soluciones 
obtenidas son, aisimismo, las del sistema inicial. 

ejemplo 4. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


{ x-i- y + z= 2 

2x + 3i/ +z = 1 
* 2 +(</+2) 2 +(z-j) 2 = 9. 

solución. Adoptemos el método de sustitución. Tenemos: 


x— 2 — y — z 

- 2 (2— y — 2)-(-3j/+z= 1 
(2- y- z) 2 + {y + 2) 2 + (z- 1) 2 = 9 
x = 2 — y — z 

y— 2= —3 
j/ 2 -f-z 2 +pz— 3z=0. 


y, seguidamente, 
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A su vez, las dos últimas ecuaciones del sistema obtenido forman 
un sistema de dos ecuaciones con dos variables. Resolvamos este 
sistema según el método de sustitución. Tenemos: 


es decir, 


( y — z — 3 

1 (z-3) 2 +z 2 +(z-3)z-3z = 0, 


y — z — 3 
z 2 —4z+3 —0. 


De la última ecuación ludíamos: z, = 1, z.¡ = 3. De la ecuación 
y = z — i obtenemos: y¡ = —2, y t - 0, respectivamente, y de la 
ecuación x = 2 — y — z, bailamos x, =3, x 2 = —1. 

Así, pues, liemos obtenido las siguientes soluciones: (3; —2; 1), 
(-1; 0; 3) 


li.i emulo 5 Resolvamos el sistema de ecuaciones 


xy+Z 2 =2 
yz + X 2 = 2 
zx+ j/ 2 = 2. 


solución Sustituyamos la primera ecuación del problema pol¬ 
la diferencia de la primera y segunda ecuaciones, la segunda, por la 
diferencia de la segunda y tercera y no locainus la tercera, üblenemus 
el sistema: 


es decir, el sistema 


( xy —pz+z 2 — x 2 = 0 
yz — xz + i J — y 2 — 0 
{ zx + y 2 2, 

(z — x)(z + s) — ij{z — x) = 0 
(*—</) (x-j-p) — z(x-p) = 0 
xz + y 2 =? 2 


que, en virtud del leorcma 4, es equivalente al inicial. Después, 
tenemos: 

(z — x) (z+x— y) =0 
■ (x — y) [x+y— z) = 0 
xz + p 2 = 2. 


De acuerdo con el teorema 3, a este sistema os equivalente el 
siguiente conjunto de sistemas: 


( z — x = 0 

1 

H 

II 

O 

z + x — y = 0 

( s+ x—y=0 

¡ *—- 

< x+y—z = 0; 

x—y = 0 

\ x+y-z=0 

l xz + p 2 - 2 

i xz + p 2 = 2 

. xz+y 2 = 2 

{ xz + y 2 = 2. 
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Resolvamos los sistemas de este conjunto con el método de .susti¬ 
tución. Del primer sistema hallamos: (1; 1; 1), (—1, — 1 , —I); 

del segundo: (j/2; 0; V'2), ( — j/2; 0; — Y2); 
del tercero: (]/ 2; Y2\ 0), ( — Y 2, — Y 2,0); 
del cuarto: (0; V'2; Y 2), (0; — /2; — j/2). 

verificación En el proceso de la resolución todas las transforma¬ 
ciones fueron equivalentes, por lo que las ocho soluciones halladas 
son, asimismo, las del sistema dado de ecuaciones. 

3. Sistemas homogéneos. Un sistema de dos ecuaciones con dos 
variables del tipo 

j a a x n + a,x'-'u -|- u t z n -*p + . .. a n _ t x y"-' + « =- c 
1 b 0 x n -f b^-'y + b,x'-Y +...+ h n .,x!/"- 1 -(- j" - d 

recibe el nombro do homogéneo (los primeros inicmbios de ambas 
ecuaciones son polinomios homogéneos de grado n de dos varinhlcs). 
Eos sistemas de este tipo se resuelven mediante la combinación de 
dos métodos: transformación lineal e introducción do nuevas varia¬ 
bles. 

ejemplo c. Hallemos las raíces reales del sistema. 

( 3x 2 +xy-2y 2 = 0 
( 2x 2 — '¿xy + y 2 = — i. 

solución La primera ecuación es homogénea (rectudenlas que 
así se denominan las ecuaciones del tipo / (x, y) — 0, donde / (x, ij) 
es un polinomio lioinogéneo). Notemos que al hacer ij = IJ, de la 
ecuación 'óx 1 + xy — 2r/ = == 0 hallamos .r = 0. l J cro el par (0. 0) 
no satisface la segunda ecuación del sistema por lo que y U y, por 
lo tanto, ambos miembros de la ecuación homogénea D* + xy — 
— 2 y 2 = 0 se pueden dividir por y - (lo que no acarren la pérdida 
de raíces). 

Obtenemos: -f -pr — y, a continuación, 3^) Z -|- 

+ ~—2 —0, de donde hallamos que o bien ~ — , o sea, 

x=—yo bien x='~y. 

Ahora, el prohlemn se reduce a resolver un conjunto de sistemas 
de ecuaciones: 

-y . í x=~ y 

2x z —3xy+yZ = —1 [ 2x z —3xy + y 2 - - 1 
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El primero de- estos sistemas no es compatible y el segundo tiene 
dos raíces: (2; 3), (—2; —3). Estas serán las raíces del sistema dado. 

| 3x z —8x¡/+4¡/ 2 = 0 

ejemplo 7. Resolvamos el sistema J 5x a_ 7x¡/ _ 6j/ 2 = 0 . 

solución Ante todo liemos de señalar que en nuestro caso el 
par (Ü, 0) satisface el sistema. Sea, más adelante, y ■¥= 0. Dividiendo 
por y 2 ambos miembros de cada una do las ecuaciones homogéneas 
de segundo grado, que forman el sistema prefijado, obtenemos 


de donde hallamos 


3 (í) 2 - 8 (í)+ 4 -° 

5 (í) ! - 7 (7)- 6 “°' 

£ =4 

y y 3 



Es decir, ~ = 2. 

Haciendo y - l, entonces x = 21. Señalemos que con l = 0 y 
x = 0, también y = 0. Así, pues, las raíces del sistema dado es un 
par de la forma (2í; í), donde t £ Jl. 

ejemplo s Resolvamos el sistema de ecuaciones 


3x 2 —2xi/ = 160 
x 2 — 3x¡/— 2y 2 = 0. 


solución Mullí pilquemos ambos miembros de la segunda ecuación 
por 20 y sustraigamos la ecuación obtenida de la primera ecuación 
del sistema: 

3i z — 2xy =160 
— 2"x 2 — GOx»—40y= = 1 60 
-17i z 4-58x!/ + 4Uy z = U • 


liemos obtenido el siguiente sistema equivalente al (13): 
I 3x 2 —2xj/ = 100 
1 17x 2 -58xt/-40t/ 2 = 0. 


(14) 


Examinemos la ecuación homogénea 

17x* — 58xi/ — 40j/* = 0. (15) 

Si y = 0, de esta ecuación hallamos x = 0. Tero el par (0; 0) 
no satisface el sistema inicial. Es decir, y 0 y, por esta razón, di- 



§ 10. Sistemas de ecuaciones racionales 


77 


vidienclo ambos miembros de la ecuación (15) por y 2 obtenemos una 
ecuación equivalonle a ella: 

17 (f ) 2 - 58 (f)-- 

Hagamos u=— y llegaremos a la ecuación cuadrática 


17a*—58a-40 = 0. 

cuyas raíces a, = 4, = Esto significa que la ecuación (15) 

es equivalente al conjunto do ecuaciones: y =4; -í-= — v, 

correspondientemente, el sistema (14) es equivalente al conjunto 
de sistemas: 


\ « ; { " 17 
| 3I 2 — 2xy = i60 ( 3-r 2 — 2xy = 160. 

Aplicando a cada uno de estos sistemas el método de sustitución, 
hallamos las siguientes raíces: (8; 2); ( — 8; —2), (5; —y \ , 

(-*?)■ 

Como al resolver el sislema dado sólo se realizaron transforma¬ 
ciones equivalentes, las raíces Judiadas son también las del sistema 
inicial. 

ejemplo a. Hallemos las raíces reales del sistema 
í x 3 +</ 3 = 1 

i x>y + 2xif + yi = 2. (16) 


solución. Realicemos la suma algebraica de las ecuaciones del 
sistema (1G): 

_*3 + !/ 3 =1 1.2 

x 2 y + 2.r¡/ 2 -t-¡/ 3 = 2 | •( — 1) 

2z 3 — x i y —2xj/ 2 -j-í/ 3 = U. 

Obtenemos el sistema: 


í 2x 3 — x z y — 2 -f i/ 3 = 0 

( + 

equivalente al inicial. 

Analicemos la ecuación 2a: 3 -J-- x^y — 2 xy 2 -f- y 3 = 0. 


(17) 
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Como en el anterior ejemplo, aquí sería posible dividir ambos 
miembros por y 2 . Toro, en esle caso es más fácil de descomponer el 
primer miembro en factores: 

x 2 (2x -y) —y 2 (2j — y) = 0 


y, seguidamente, 

(2x — y) (x — y) (x + y) = 0. 

Es decir, el sistema (17) es equivalente al siguiente conjtuiLo: 

2x — y = 0 f x — y = 0 . I x+y = 0 

x* + y 3 = 1’ l x 3 -hí/ 3 = í’ lz 3 + y 3 =l. 

Empleando el método de sustitución respecto a cada uno de 
estos sistemas hallamos las siguientes raíces del sistema (1G): 

ej emito lo Hallemos las raíces reales del sistema de ecuaciones: 


x 4 -f x 2 y 2 4- y* = 511 
x 2 —xy+y 2 = 7. 


(18) 


solución Este sistema no es homogéneo, pero puede ser reducido 
a él. Para ello os suficiente elevar al cuadrado ambos miembros de 
la segunda ecuación. 

Obtenemos el sistema: 

| x 4 + x 2 y 2 + 1/2 = 91 
1 (x 2 —xy-f y' ¿ ) 2 = 4'J 


que es el corolario del inicial. Después, tenemos: 


x* + x 2 y 2 -f y 4 = 91 

x 1 -f x 2 y z + y 4 — 2 x 3 ij + 2x 2 y 2 — 2 xy 3 = 49. 


Sustituyamos la segunda ecuación de este sistema por la diferen¬ 
cia de la primera y segunda ecuaciones: 

I x 4 -f x 2 y 2 + y 4 = 91 

1 x 3 y-x 2 y 2 + xy 3 =21. 

Para resolvci osle sistema homogéneo apliquemos el método 
de la suma algebraica: 

_ r xH-xV-l w 4 = 91 [-3 

\ ■r^-xV-brw^-JI |-13 
,)I J — 1 ¿r J y + i tixV — 13xy J + 3y* = 0. 


( 20 ) 
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Si y = 0, entonces x — 0. Pero el par (0; ü) no satisface el sistema 
{'18). Si 1 / 9 ^ 0 , la ti ¡visión do ambos miembros de la a nación (2u) 
por y 4 conduce a la ecuación 

3 (f)‘- 13 tf) J + lc (f) ! - 13 (f)+ 3 ” u ’ 

que es equivalente a la ( 20 ). 

Haciendo u = —, obtenemos la ecuación 

y 

3u 4 — i3u 3 + 10u 2 — 13u 3 = U. 

Dividamos ambos miembros de esta ecuación por u ! 

3u J -13u+lG- — + -^ = 0 

y, a continuación, 3 (“ 2 4--^r} —13 (n 4 --y) 4 -10-l* 

Hagamos i/=;u 4 --y, entonces u 2 + -yj- = v 2 — 2 y tendremos: 

3 (y 2 — 2) — 13u + 1G = 0 o bien 3o 2 — 13o 4 10 = U. 
de donde o, = l, v t = -^~. 

Resolvamos ahora el conjunto de ecuaciones: u f -- — 1; u 

+ i_=ÜL 

La primera ecuación del conjunto no tiene raíces reales; do la 
segunda hallamos: u, = 3, u 2 —-^-. Así, pues, la ecuación (20) es 

equivalente al conjunto de ecuaciones: -L = 3; ~ — -jr , mientras 

que el sistema (19) es, correspondientemente, equivalente al con¬ 
junto do sistemas: 

{t = -3 ; {t ;= T (21) 

l x 4 4 -x 2 y 2 4 -y 4 = 91 l x 4 4 - x 2 y 2 + if =. 91. 

Este conjunto tiene las raíces: (3; i), (1; 3), (—3; — 1 ), (— 1; —3). 
verificación. Al resolver el ejemplo, todas las transformaciones, 
salvo la primera, conducían a sistemas equivalentes. Realizando la 
sustitución de Jas raíces halladas cu el sistema (18), nos cercioramos 
de que las cuatro raíces del conjimlo ( 21 ) son también las de él. 

4. Sistemas simétricos. Recordemos los datos fundamentales 
acerca de las expresiones simétricas. La expresión F (x, y) recibe el 
nombre de simétrica si al sustituir la variable x por y, y por x ella 
no varía, l’.cj., las siguientes expresiones son simétricas: 

F (x, y) = x 2 4 - 3 xy 4- y 2 , F (x, y) = x + y 4- 2xj/ -1- -|- y , 
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Los fundaméntalos polinomios simétricos de dos variables se 
consideran x 4- y j xy. Torios los demás polinomios simétricos do 
dos variables pueden ser expresados con los fundamentales. Hacien¬ 
do, para abreviar, u = x + ij, v = xy, obtenemos, p.ej.: 

x 2 + y* = (x + y) 2 — 2xy = u 2 — 2o, 
x 3 + y 3 = (x -f- y) (x 2 — xy + y*) = u {u 2 — do) = u» — 3 uu, 

X* -(- y* = (x 1 -}- y 2 Y — '¿x-y 2 = (u 2 — 2o) 2 — 2o* = 

= u 4 — 4 u 2 v + 2 o 2 , 

+ </ 5 = (x 8 f ir) (x 3 + J 3 )- x 2 i/ 2 (r + j) = 

— (u 2 — 2o) (u s — ’óuv) — v 2 a = u 6 — 5u 3 o -f- 5uo 2 , 
x 2 -f- xy y 2 = (x 2 + 2xij -f y 2 ) — xy = u? — v, etc. 

Un sistema, en el que todas las ecuaciones son simétricas, lleva 
el nombre de simétrico. Puede ser resuelto según el método de cambio 
de variables, lomando como nuevas variables los polinomios simé¬ 
tricos fundamentales. 

ejemplo ti Resolvamos el sistema de ecuaciones 
j x 3 -f zV + y 3 “ 17 
1 x + xy + y = 5. 

SOLUCION. Hagamos jx-fy = u 

i xy = v. Como a 3 + y 3 = u 3 — 3 uu, el sis¬ 
tema prefijado se reduce al siguiente: 

j u 3 — 3ur> + o 3 = 17 

{ « + y = 5. 

De este sistema, obtenemos: 

f u, = 3 i u 2 = 2 
U,-2 ; U, = 3. 

Ahora nos queda resolver el siguiente conjunto de sistemas: 
ia + j/=3 í x-Y y = 2 
1 xy—2’ \ xy = 3. 

Las soluciones ríe este conjunto y, con él, del sistema inicial, 
son lasjsiguicntes: (1; 2), (2; 1), (1 + ¿V"2; 1 — iV 2 )> (1 — ¿ V"2; 

i + iV 2). 

OBSERVACION. Retornemos de nuevo al sistema estudiado en el ejemplo 10 
(véaso la pág 78): 

i 2« + xV + !/« = 91 

l **—*tí+tf*=7. 
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Este sistema es simétrico y, por lo tanto, corno el anterior puede ser trans¬ 
formado a una forma más sencilla introduciendo nuevas variables* 

f x + y = u 
\ ry = u. 

Obtenemos: ( -** + + -91 

l (u 1 —2 ü) —u = . 

„ ,■ .. f (u* ——w* = Sl 

y. a continuación < „ ' _ 

l u 2 — 3v = i. 

Do la segunda ecuación do este sistema, hallamos: u* = 3v -|- 7 Con ayuda 
ele esta sustitución la primera ecuación del sistema se transforma a la forma: 
(3u + 7 — 2u) 2 — u 1 = 91, de donde obtenemos: u — 3- 

De la ecuación u* = 3u + 7 bailamos «,. t = ± 4. Así, pues, el sistema 
tiene dos soluciones: 

f “i = 4 _ /«*=—í 

l v, = 3 ' l i >2 = 3. 

Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al conjunto de sistemas 
r r-i-y = 4 ír + y=-4 

X Kj -3 ' \ xy = 3. 

Este conjunto conduce a las mismas soluciones que obtuvimos en el ejem¬ 
plo 10. 


EJERCICIOS 

Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


r ip /** + tf*+0x + 2tf-O 

4ie - \«+» + 8-n. 


419 




420. 


/ 2**-3y = 23 
** + !/*-41. l 3y l — 8x = 50. 


421. 


423 


■{ 

/5**+14p«i® .... fr’(*-H 

’ \ 7y 2 + 10x=17. l i* (2x— 


■{;«-* 


» = 2 


: 8 . 


424 


■{: 


** (*+y) =80 

3y) = 8Ü. 

x+y+t =3 
r + 2y —i = 2 
+ yi 4- zx — 3. 


( x 2 + 3 ij 2 — xi = 0 
425. ¿ 2x—j/ + 3z = 11 420. 

lx + 2y-2z = t. 1 

í** + »*-2*+3|f-9-0 
\ 2x 2 -\-'¿y 2 -\- x — 5y — 1 = 1 *. 

f x*-X!í-!,* + x-2y=-2 
\ 3xy —5y 5 +3x —Gy= —5. 


( 9x 2 -j- y 1 = 13 


430. 


T** 


U 431. 


**+»* = “ 2 “ ¿y- 


N 

II 

to 

f i + j:=2 

429. 

y+«=2 
l * + *y = 2. 

1 + 

- 1 -2 

* + íT 

x-y 

3 4 

* 7 

r + r 

*—y 


0-0204 
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l. < *-|-y x — y ^ 433. 

U*+ !»)*+ 

( (x + y) 3 +2i = 35 —2y f 
‘ l (x- y)* — 2y = 3 — 2x 

í y* (l*-3)+Xtf+I=n 
• \ y 2 (3x*—G) + xy + 2=fl. 

r _?_ -j.h =l 

, ** + »*-! ^ * 


r + y | g _ 5 
x—y ' x + y 2 
*«+**=. 2". 

i i2[x + y) 7 + z~2,5—y 
l C (x — y) 2 +x=*0,125 -{-y. 


** + »*+■ 


438. / 6x* + xy-2y z = 0 
l 3i=— xy — 2i/ 2 = 0- 

/ 4*»—3*y—y 2 = 0 
\ 32x 2 — 3Gxy + 9y- = 


/ 5Gx* — xy — y* = 0 f I 4x 2 —3xy —y 2 = 0 

\ I4* s +18xy—3y*«O. \ 32x 2 — 3Gxy + 9y 2 = G. 

/ 15x*-(-*y — 2 ji*= 0 í x 3 + x¡/+4j/ : = G 

\ 7x 5 -4xy-3y 3 = -32. * \3x a +8y : = 14. 

/ r a -3ry+y a =-i C 5x»-6xy + 5y a = 29 

\3* a -*H-3.,*=13. \7x 2 ~8xy-f-7y 2 = 43. 

f *»+ y 3 = 35 
I. x 2 y-fxy a = 3>». 

fx 2 -y 2 =19(x-y) / x* y 1 = 15 

\*a+y»=7lr + y). ’ \ i 3 y-xy 3 =G. 

f i' + C*V -f- y 1 =136 

\ i 3 ¡/-)-xy 3 = 3" (limítense a buscar las soluciones leales). 
/ x’-|-xy-|-y"-=t'J(x-y) 2 


.... /x 4 -y' = 15 
11 ‘ \ x 3 y— ii/ 3 = 6. 


/ *■+*»+»»-ÍOÍ*-») 1 

l x í -xy + y* = 7(r-y). 
r x* + 4xy — 2y a = 5(x-|-y) 
l Gx* —xy—y* = 7(*+y). 

/ *+y+x* + y s >= 18 


,*+,* = 34 

. *+yH-xy = 


\ xy-|-x z + y 5 =l9. 

Hallen las soluciones reales de los sistemas de ecuaciones: 

f jJ+ySs* l«i 


(xi/ + 8) (x + y) * 

- x 3 ’l 1 

——^—= 12 
ti x 


rx*+y* = 7+xy 
\ x s +y , = 0xy —1. 
r x<-xV + y‘ = &U 
\ x*-xy+y* = 21. 


xy(x + y) = 20 
x T 4 


fx+y=5 
\x‘H-y 4 = 07- 


xV!-ty 3 = — (x-h y) 2 


x*y\-xy< 


(*+y) 3 . 


{ x»+y» 31 

1. < x^+y 3 7 

(,x z -|-xy-f-y 2 = 3. 
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462. 

463. 

465. 

460. 

4GS. 


473. 


476. 


478. 


x 3 — y 3 = 26 
Z *-y* = 2'Hx + y). 
x~ — !/* = 3 

y 3 — si =5 404. 

z 3 —xi/ = —1. 

( 2x 2 ¡j-z 2 = Qyz 
4 x*-\-2lj* + z 3 = 6-|-ZX 
(**+y 9 -l-2* s -3 + ry. 

**!/=“* + ij — i 

z 7 x = x — y -J- z 4G7. 
y 3 z = y-x + z. 
x—i/+z = 6 
a: l 4-y 5 + z I = 14 
t 3 —l/ 3 +: J 

' Ü_J1 

x 3 


x 2 -(-x^-|-¡/ s = 7 
¡,* + ¡,.-¡-=* = 3 
z 3 + ix x 1 = 1 . 


470. i 




. y s = .T z. 


f 2x-(-¡/ + z = G 
472. ¿ 3x -J- 2y -|- z 7 

lix-l)»-|-fH-2) , -M--3> 3 = 7 


474. 


4 H-4+-h=3 


-JL+-5-+-L, 

x r y ^ z 

* + y-H = 3. 


473. 


t 1 

± , J_ 

tij r i/: 


I — =3 

1 Z.7 


ryz 


• - t 




477. 


*jí + V*+**=47 
{z — x)(z — y) «2 


í *-i = y 2 
479. { x 3 —z 3 = 3y* 

l !/ 3 + 3y + x + z = 2G. 


§ 11. Problemas para la composición de ecuaciones 
y sistemas de ecuaciones 

La resolución de problemas escritos que se resuelven confeccio¬ 
nando ecuaciones, porregla, se lleva a cabo en cuatro etapas 1 . í) desig¬ 
nando con tas letras x, y, z, . . . las variables incógnitas, de las 
quo se trata en el problema; 2) con ayuda de las variables introduci¬ 
das y las variables conocidas del planteamiento del problema, con¬ 
feccionar el sistema de ecuaciones (o de una sola ecuación); 3) reso- 
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lucio» del sistema obtenido ile ecuaciones (o de una ecuación); 
4) elección de las soluciones de acuerdo con el sonlitio del problema. 

1. Problemas sobre dependencias numéricas. Para resolver tales 
problemas se utilizan los siguientes factores: 

t. Si al numero natural x se le adjunta a la derecha el número 
de n cifras y, como resultado obtenemos el número lO^x + y. 

2. Si a y b son números naturales, con la particularidad de que 
a > b y que a no es múltiplo de b, existe un par, y sólo uno, de 
tales números naturales q y r que a = bq + r, donde r <; b (a es el 
divisor, b, el dividendo, q, el cociente, r, el resto). 

ejemplo i Hallemos un número de dos cifras si sabemos que 
la cifra de sus unidades es 2 veces mayor que la cifra do las decenas 
y que el producto del número buscado por la suma do sus cifras es 

igual a 144 

solución Sea x la cifra de las decenas, y, la de las unidades del 
número buscado Entonces, el propio número tiene la forma 10x -|- ij. 
Del planteamiento del problema se deduce: primero, que y — x = 2 
y, segundo, que (lOx + y) (.r + y) = 144. 

Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 

| y-x=2 

I (10* -f y) (x + ij)= 144. 


( 2 2 \ 
—3 —; — 1 yj-). 

El segundo par no satisface el planteamiento del problema. Por 
lo tanto, el número buscado es igual a 24. 

ejemplo 2 Hallemos dos números de dos cifras A y B sobre los 
que sabemos lo siguiente. Si al número A se adjunta a la derecha el 
número U y, a continuación, la cifra 0, el número de cinco cifras 
obtenido se divide por el cuadrado del número B, en el cocionto 
obtendremos 3‘J y on el resto, 575. Si al número A se adjunta a la 
derecha el número B y del número de cuatro cifras obtenido se resta 
el número de cuatro cifras que se forma si el número B se adjunta 
al número A , obtendremos 1287. 

solución Al adjuntar 0 a la derecha del número B, obtenemos el 
número 10/7. Añadiendo este número de tres cifras al número A, 
obtenemos 1000/1 4- 10/7. 

De acuerdo con el planteamiento del problema el número de cinco 
cifras 1000/1 -f 10/7 es el dividendo, B' 1 , el divisor, 39, el cociente, 
575, el resto, es decir, 1000/1 + 10/7 = 39/?* + 575. 

A continuación, si a la derecha del número A ponemos el número 
B (de dos cifras), obtenemos 100/1 -|- B. Si a la derecha del número B 
adjuntamos el número >1 (de dos cifras), hallamos 100/7 + A. Según 
el planteamiento (100/1 + S) — (100/7 A) = 1287. 
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Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 

í 1000/1 + 10/?=39fl J + 575 
l (100/1 + B)- (1005+ A) = 1287, 


que, después de resolverlo, nos permite hallar 

r a 152 
¡ A2 ~ 39 
1 o 355 


Está claro que ci segundo par no satisface las condiciones del 
problema. Los números buscados son 48 y 35. 

2. Problemas sobre progresiones. La sucesión numérica (a n ) 
recibe el nombre de progresión aritmética si existe un número tal d 
que para toda n se cumple la igualdad a„ + l = a.,4- d. el miníe¬ 
lo d lleva el nombre de razón (diferencia) de la progresión aritmética. 
La sucesión ( l >„) on la que b t =¿= 0 so denomina progresión geométrica 
si hay u» número q =¿= Ó tal que para toda n £ N se cumplo la igual¬ 
dad ¿„ +1 = b n -q\ el número q recibe el nombre de razón de la pro¬ 
gresión geométrica. 

Propiedades fundamentales de la progresión aritmética: 

1 ) a n =»i| + t¡(« - 1 ). 

2) ■!?„«= donde 5 n = a,+ « 2 -(- ... + a n . 

3) La sucesión (a„) es una progresión aritmética cuando ij sólo 
cuando para toda n£N se cumple la igualdad rt ll+ , — " n 1 



(propiedad característica de la progresión aritmética). 

Propiedades fundamentales de la progresión geométrica: 

1 ) b n = bfl w - 1 . n 

2 ) S n = bl \'Zq ] ’ donde s n = b l + b 2 + ■ • • + b n> 7 ¥= *■ 

3) La sucesión (b n ) es una progresión geométrica cuand o y sólo 
cuando para toda n £ jV se cumple la igualdad | b n + l 1 = V b„ -b n+i 
(propiedad característica de la progresión geométrica). 

En la práctica, en lugar de la igualdad | ¿>, I + I | — \ f b„ -0,,+. es 
más cómodo hacer uso do la igualdad ó,Ui = b n -b, l+2 - equivalente 
a la primera. 

4) Si la progresión geométrica es infinitamente decreciente, es 

to 

decir, (<7 | < 1, entonces S = -j- j — , donde S=2 &«- 

n=t 

Los problemas sobre dependencias numéricas ligados con pro¬ 
gresiones, por regla, se reducen a la solución de sistemas de ecua¬ 
ciones. 
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ejemplo i Hallemos el (creer (crimno (io una progresión geo¬ 
métrica ¡níinitonioiilc decreciente si sabemos que su suma es igual 
a 9, y la suma de los cuadrados de lodos sus términos es igual a 40,5. 

solución. Según el planteamiento 5 = 9, es decir, —=9. 

Analicemos la serie 0¡, b\, b\ . b ?,. De acuerdo con 

el planteamiento su suma es igual a 40,5. Señalemos que los tér¬ 
minos de la serio forman una progresión geométrica coa el primer 
término új y la razón q 1 , lo quo significa que la suma de dicha 

progresión es igual a ^ . Como resultado, es posible escribir 


I 4- ** 

el sistema de ecuaciones < ~ q , que al resolverlo nos 

40 ’ 5 

proporciona: Ó, = G, q = ~. Así, pues, & 5 = ó,y = G. (-J-) 4 =~. 

ejemplo Tres números forman una progresión geométrica. 
Si del tercer número restamos 4, los números forman una progresión 
aritmética. Si de los términos segundo y tercero de la progresión 
aritmética obtenida restamos do cada uno do ellos la unidad, do 
nuevo obtenemos una progresión geométrica. Hallemos esos números. 

solución Sean x, y, z los números buscados. Como ellos forman 
una progresión geométrica (con mayor precisión, son términos 
sucesivos do una progresión geométrica), haciendo uso de su pro- 
priedad característica, obtenemos y- — xz. Seguidamente, como los 
números x, y, (z —4) forman una progresión aritmética, aplicando 

su propiedad característica, hallamos y — ■ Por fin, 

ya que los números .r, {y — 1), (: — 5) forman una progresión geo¬ 
métrica, entonces (y — l) 2 = x (z — 5). 

Como resultado, llegamos al sistema de ecuaciones 


y 2 ^xz 

< x + z~4 = 2y que al ser resuelto nos proporciona: (l; 3; 9), 
. (i/— l) 2 = x(z— 5), 


Estos valores de x, y, z satisfacen las condiciones del problema. 

17 

Asi, pues, los números buscados son: 1, 3 y 9 ó bien -y , — y 
49 

9 ' 

ejemplo 5 Hallemos un número de tres cifras, cuyas cifras for¬ 
man una progresión aritinélrica y que se divide por 45. 
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solución. Sea x la cifra de las centenas, y, de las decenas > z, 
de las unidades del número buscado Como los números x, >j, z forman 
una progresión aritmética, y = —f—- 

Según el planteamiento el número buscado se divide por áa, es 
decir, por 5 y por 9. O sea, el número acaba con la cilio U ó Ja 5, 
mientras que ia suma de las cifras del número buscado >e divide 
por 9. Como resultado, llegamos al conjunto de dos sistemas: 


z = 0 


2 = 5 


9 


X + Z 
o 


y = 


*±* 

2 


z + P + z-9/c 


í/ + x + z = 9 k. 


Del primer sistema hallamos { , 

l* + y = 9*. 

Tomando para y todos los valores posibles desde 1 hasta 9, nos 
cercioramos que el último sistema sólo se satisface con el par (U; 3). 

[ 2y — x + 5 

Del segundo sistema hallamos \ ', , r n , 

[ x-fi/ + 5 = 9A:. 

De forma análoga, lomando para y lodos los valores posibles 
desde 1 hasta 9, nos cercioramos que dicho sistema sólo se satisface 
con los pares (1; 3) y (7; 6). 

Así, pues, las condiciones del problema se satisfacen con tres 
números: 630, 135, 765. 

3. Problemas sobre el movimiento. Al resolver tales problemas 
se adoptan las siguientes suposiciones: 

1. Si no hay indicaciones especiales, el movimiento se considera 
uniforme. 


2. La velocidad se considera magnitud positiva. 

3. Los giros de los cuerpos en movimiento, las transiciones a 
nuevos regímenos de movimiento se considera que transcurren ins¬ 
tantáneamente. 

4. Si el cuerpo a la velocidad propia x se desplaza por un río, la 
velocidad de cuya corriente es y , la velocidad del cuerpo a favor de 
la corriente se considera igual a (x + y), mientras que contra corrien¬ 
te, (x — y). 

ejemplo e. A un río desemboca un afluente. Una lancha sale 
del punto A, situado en el afluente, va por la corriente SU km hasta 
la desembocadura del afluente al río en el punto B y, a continuación, 
va corriente arriba por el río hasta el punto C. El recorrido desde A 
hasta C fue cubierto en el transcurso de 18 It, el recorrido inverso, 
en 15 li. Hallemos la distancia desde el punto A hasta el C si sabemos 
que la velocidad de la corriente del río es 3 kin/h y la propia veloci¬ 
dad de la lancha, 18 km/h. 
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solución Sea x km/h la velocidad del aflucnle. Entonces, desde 
el punto A hasta el punto/?la lancha va a una velocidad (18 + x) km/Ji, 
mientras que desde el punto /? hasta el punto A, a una velocidad 
(18 — i) km/li, consumicmlo en el recorrido desde A hasta B h 

y en el recorrido desde B hasta A, -r^- —li. 

Sea y km Ja distancia desde B hasta C. Desplazándose del punto B 
al punto C Ja lancha se mueve a una velocidad de 15 km/h, en tanto 
quo del punto C al punto B a una velocidad de 21 km/h, cubriendo 

el camino de B ¡i C en el transcurso de ~ h, mientras que el recorrido 


inverso de C a B, h. l’ara lodo el recorrido de 4 a C la lancha consume 
(t b+j b) **' *' J ‘1 "° según el planteamiento del problema 

constituyo 18 h y para el recorrido inverso, i^ ^_ x -f li, lo 

que según el planteamiento del problema constituye 15 h. 
Escribamos el sistema de ecuaciones 


< 


8 <> 

18 +j 
80 

18—i 


i -ir= 15 ' 


que se resuelvo sin dificultad con el método do sustitución (p.ej., 
es posible expresar y con x de Ja primera ecuación). Hallamos x = 2, 
y = 210 . 

Cuino la distancia de A a C es igual a la suma de las distancias de 
A a B (80 km) y de B a C (210 km), Lodo el recorrido de A a C es 
igual a 2‘JO km. 

ejemplo 7 Del punto A al punto B salió un camión. Una hora 
después de A a B salió un turismo. Al punto B los dos automóviles 
llegaron al mismo tiempo. Si de los punios A y B ellos hubieran 
salido simultáneamente al encuentro, se encontrarían después de 1 h 
12 min de su partida. ¿Cuánto tiempo larda en cubrir el camión la 
distancia entre A y B? 

solución Sean x kimli la velocidad del camión e y km/h, la del 
turismo, z km, la distancia de A a B. Entonces, el camión en -j Ji 
cubre el recorrido entre A y B y el turismo, esa misma distancia, la 
cubre en -Mi. Del planteamiento riel problema se desprende que 

j- ^ = 1. Los automóviles, desplazándose al encuentro, están 

en camino hasta encontrarse -j^-h, lo que, de acuerdo con las 
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condiciones del problema, constituye 1 h 12 miu, o sea, li. Como 
resultado, escribimos un sistema de «los ecuaciones con tres variables:. 


í —-1 

I x y 

I = A 

l. x+y 5 • 


( 1 > 


Aunque el número de incógnitas es mayor que el de ecuaciones, 
el problema puede ser resuello, ya que no es preciso hallar los valo¬ 
res de cada una de las variables x, y, z, sino la razón — (l tempo de 

desplazamiento del camión). Transformemos la segunda ecuación 
del sistema a la forma: 5z = Gx -{- G y y, seguidamente, escribimos: 




Haciendo u = — , v ——, 
x y 


reescribimos el sistema (1): 


u—v= i, 



que, al resolverlo, nos proporciona: u = 3, v — 2. Es decir, el camión 
cubre el recorrido de A a i? en 3 h. 

ejemplo 8 . El recorrido por el que se despaza un ciclista consta 
de tres sectores, con la particularidad de que Ja longitud «leí primero 
es G veces mayor que la del tercero. ¿Cuál será la velocidad media de 
movimiento del ciclista por todo el recorrido, si sabemos que es 
igual a la velocidad en el segundo sector, 2 km/h menor que la velo¬ 
cidad en el primer sector y 10 l<m/h mayor que la mitad de la veloci¬ 
dad de desplazamiento en el tercer sector? 

solución Sea x km/li la velocidad media del ciclista, ij km, la 
longitud del tercer sector, z km, la longitud del segundo sector. 


6y km 

(x * 2 ) km/h 


: km i km 

- 1 - 1 » 

x km/h (¿X - Mton'h 


Fig. 1 

Entonces, la velocidad del ciclista en ul primer sector será (x-|-2) km/h, 

en ei segundo, x km/h y en ei tercero, (2x — 20) km/h (ya que, 

según el planteamiento, la velocidad v del ciclista en el tercer sector 
está ligada con la velocidad media x mediante la fórmula x = 

==£_)_ 10j . En la ílg. i se ofrece el esquema de movimiento del 
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■ciclisla. El tiempo <le movimiento del ciclista <Je A a U puede ser 
expresado introduciendo las variables con ayuda de dos procedimien¬ 
tos: 

a) sumar el tiempo de movimiento en cada uno de los tres sec¬ 
tores: 


( 


6 g 

x + 2 



2x—20 



b) dividir todo el recorrido por la velocidad media del ciclista: 


"y + z 


Como resultado, escribimos la ecuación: 


<jy , y _ ? y+z 

x-f-2 x ~ r 2x — 20 X 


( 2 ) 


Transformamos la ecuación (2) a la forma 

<>y i y ^ ll '+ í 1 
x + 2 2x — 20 X x 

y, a continuación, 

t>y ■ y = 
x-\-2 n 2x—20 x ' 


Dividiendo ambos miembros de la última ecuación por y (lo que 
no conducirá a la pérdida de soluciones, ya que se comprende que 
y 0), obtenemos 


0 

x-t-2 


+ 


1 7 

2x —20 x 


de donde liallamos a, = 14, x 2 = —20. La segunda raíz no satisface 
las condiciones del problema. O sea, la velocidad media del ciclista 
es de 14k m/h. 


obseuvaciOn. La ecuación (2) contiene tres variables, pero durante las 
transformaciones dos de ellas, y y z (el valor de las cuales no era necesario hallar) 
se eliminaron. Semejantes variables reciben el nombro do auxiliares. 

Antes de pasar al siguiente ejemplo señalemos que, convencional- 
mente, podemos considerar como problemas sobre el movimiento 
aquellos en los que se realiza cierto trabajo (p.ej., se rectifica cierla 
cantidad de piezas, se llena un depósito, etc.). En los problemas de 
este tipo el valor de todo el trabajo (número de piezas, volumen del 
depósito, etc ) desempeña el papel de distancia, mientras que el 
rendimiento del trabajo (es decir, el valor del trabajo realizado por 
unidad de tiempo) juega el papel de velocidad. 

ejemplos. Por dos tubos de diferente diámetro llega el agua a 
un depósito. El primer día, los dos tubos, funcionando simultánea¬ 
mente, alimenlarou 14 in :i de agua. El segundo día sólo estuvo conec- 
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laclo el tubo pequeño. Él alimentó 14 m 3 ele agua íunctunando ó li 
nuls que el primer día. El tercer día el trabajo continuó igual tiempo 
que el segundo, pero, niicialmcnlc funcionaban ambos tubos y ali¬ 
mentaron 21 m® de agua y, a continuación, sólo funcionaba el tubo 
grande que alimentó 20 m 3 tic agua más. ¿Qué cantidad de agua 
alimenta cada tubo durante 1 h? 

solución Sea x m 3 /h el rendimiento del tubo grande, u m :i /h, 
el rendimiento del tubo pequeño, ( lt, el tiempo «luíanle el que 
funcionan ambos tubos el primer día. Entonces, el primer día. los 
tubos alimentaron (a: + j| l m 1 de agua, lo que, según el plantea¬ 
miento, constituye 14 m 3 . Obtenemos la primera ecuación (t -\- y) l = 
= 14. 

En el transcurso del segundo día el tubo pequeño trabajó 
(t + 5) li y alimentó y (í 4- 5) m 3 de agua, lo que correspondo a 
14 m 3 . Obtenemos la segunda ecuación y (í -f- 5) = 14. El tercer 
día comenzaron a trabajar los dos tubos alimentando 21 ni 3 de agua, 

21 

o sea, su trabajo conjunto duró — — ■ h. A continuación, Iraliajú 

sólo el tubo grande que alimentó 20 jn a de agua, lo que significa que 

su trabajo duró — h. Como el trabajo del tercer día duró el mismo 

tiempo que durante el segundo, obtenemos la tercera ecuación: 
21 20 

—i-1— = t + 5. liemos llegado al sistema de ecuaciones: 

x-y-'J x 


(* + !/)* = 14 
y {H- 5) = 14 




De la segunda ecuación del sistema hallamos: t-\-h — 


14 


en¬ 


tonces, la primera ecuación del sistema se puede reescribir en la 

forma: —¡— =-5 y la tercera: —¡--- — . 

j tJ y ar-i-v I y 

Oh tunemos el sistema de dos ecuaciones 


r_l4_ = U__ 5 
I *+y y 
I 21 .20 14 

l x+y + x ~ „ • 


Eliminando en ambas ecuaciones los denominadores, oblencinos: 

f 5xij-\-5ij z = 14x 
l 14x 2 —27xy—20i/ 2 =0. 
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La segunda ecuación del sistema es homogénea. Dividiendo aml,os 
miembros de ella, término por término, por y 1 y haciendo z = y , 
obtenemos la ecuación cuadrática 14z 2 —272 — 20= 0, cuyas raíces 
son z, = ~ , z 2 = La segunda raíz no satisface las condicio- 

nes del problema, es decir, z = , lo que significa que y = -y 

(± = JL 

Qucda por resolver el sistema s u 2 , de donde x = 5, 

15 xij -f , r )i/ a = 14r 

i/= 2, o sen, el rendimiento de) tubo grande es 5 m 3 /h y del pe¬ 
queño, 2m 3 /li. 

4. Problemas sobre el trabajo conjunto. Por regla, el contenido 
de semejantes problemas so reduce a lo siguiente. Cierto trabajo, 
cuyo volumen no se indicó y no es la magnitud buscada (p.oj., la 
impresión de un manuscrito, la excavación de una fosa, el llenado 
de un depósito, etc.), es realizarlo por varias personas o mecanismos 
(¡ue funcionan uniformemente (os decir, con rendimiento constante 
de cada uno de ellos). En tales problemas el volumen do lodo ei 
trabajo, que lia do ser realizado, se loma como la unidad (por unidad 
de medida). 

Si el rendimiento del trabajo, o sea, el valor de la labor realizada 
por unidad de tiempo, se designa por v y el tiempo necesario para 

realizar todo el trabajo, por t, entonces v = —. 

ejEMOLO ni Para arar toda la parcela el primer tractor consume 
2 b menos que el tercero y 1 h más que el segundo. Al trabajar simui- 
láncamcnlo los tractores primero y .segundo la parcela puedo ser 
arada durante 1 li 12 mili. ¿Cuánto tiempo se consumirá para arar 
la parcela al trabajar en conjunto los tres tractores? 

solución Sea x li el tiempo necesario para arar la parcela con el 
primor tractor, y li, con el segundo y z h, con el tercero. El volumen 
del trabajo (en nuestro caso ésto es el área de la pereda) se toma 

igual a 1. Entonces, -j es el rendimiento del primer tractor, 

— , del segundo y~, del tercero. Según el planteamiento del pro¬ 
blema z—x-2 y x — ij= i. Además, se lia dicho que durante el 
trabajo conjunto de los tractores primero y segundo la parcela 
puede ser arada en el transcurso de 1 U 12 mili, es decir, durante 

-|h. Pero, en este tiempo, 4’’> eí pdmer tractor realiza y — 
parto del trabajo y el segundo, y y fracción de esc trabajo. Esto 
significa que = 

«¿x Oy 
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Como resultado, obtenemos un sistema de tres ecuaciones con 
tres variables 


z — x= 2 
x—y=i 

±+-L=l 

5-r ' 5y 


que aJ resolverlo, obtenemos: (3; 2; G), (—0,-4; —(),(>; 2/0 La condi¬ 
ción del problema sólo se satisface con la primera solución. 

Ahora, demos respuesta a la pregunta planteada en el problema. 
Al trabajar los tres tractores cu conjunto el rendimiento del trabajo 


constituirá y-}-y, o sea, . Es decir, el tiempo necesario 
para arar la parcela con los tres tractores será igual a -j-j-b. 


ejemplo li. Cuando las cosechadoras del sovjós *) trabajan simul¬ 
táneamente pueden recolectar la cosecha en el transcurso de un día. 
Pero, de acuerdo con el plan, las cosechadoras comenzaron a trabajar 
consecutivamente: durante la primera hora sólo trabajaba una cose¬ 
chadora, en la segunda, «los y en la tercera, tres, etc., y así, hasta 
que emprezaron a trabajar todas las cosechadoras que trabajaron 
conjuntamente varias horas hasta la recolección completa de la 
cosecha. El tiempo «le trabajo, previsto por el plan, po«lría reducirse 
en 0 h si desde el principio de la recolecta trabajasen continuamente 
todas los cosechadoras salvo cinco «le ellas. ¿Cuántas cosechadoras 
habrá en el sovjós? 

solución Tomemos el valor de lo«lo el trabajo igual a 1 e intro¬ 
duzcamos tres variables: n, el número de cosechadoras en el son jos, 
x, el rendimiento del trabajo de una cosechadora por 1 h. ib, el 
tiempo de trabajo conjunto «le las cosechadoras según el plan. De 
acuerdo con el planteamiento, n cosechadoras, con rendímiento r 
cada una do ellas, pueden realizar la recolecta en el transcurso «le 
24 horas, es decir, 24 nx = 1. 

Según el plan, durante la primera hora trabajaba una cosechadora. 
El volumen de trabajo realizado en esta hora es igual a x. En Ja segun¬ 
da liora trabajaban dos cosechadoras y en el transcurso de ella rea¬ 
lizaron un volumen de trabajo igual a 2x. En la tercera hora, tres 
cosechadoras efectuaron un volumen de trabajo igual a 3/, etc. 
En (n — 1) hora (n — 1) cosechadora hicieron mi trabajo igual a 
(« — 1) x. Después de esto, en el transcurso de l h, trabajaron todas 
las n cosechadoras y el volumen de trabajo realizado por ellas es 
igual a ntx. Como resultado, el trabajo planificado do las vosee ha do- 


* Sovjoz, abreviatura de granja agrícola estatal (A', del T.) 
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ras se i!escribe con la siguiente ecuación: 

x -j- ¿x -J- . . . (?t — 1) j: -f- nlx = 1. (3) 

Hemos lie señalar (pie x -f 2x + . . . -f- (it — 1) x es la suma de 
(n — 1) términos de la progresión aritmética ( a n ) en la que a t — x, 
d = x. Esto quiero decir que 

x + 2x+ ...+(n-i)x = *+(«- *>£ (n _ i ), 

y la ecuación (3) toma la forma tix (-y- + 1 ) = 1. 

IV fin, del planteamiento sigue que si desde el comienzo hubie¬ 
ran trabajado (n — 5) cosecha doras, la labor hubiera durado no 
(u — 1 -1- t) h, como estaba previsto en el plan, sino 0 h menos, es 
decir, ((n — i) -f- < — 0) li y, entonces, (n + t — 7) (n — 5) x = 1. 

Como resultado obtenemos mi sistema de tres ecuaciones respecto 
de tres variables », x, l : 

24«x= 1 

(/t + / — 7) (tu— 5x) = 1. 

De la primera ecuación hallamos nx = ~. Poniendo esta expre¬ 
sión on la segunda y torcera ecuaciones del sistema, obtenemos: 

" x =-k 

-H =* 24 

A continuación, el sistema so resulve sin dificultad según el 
mcLodo de .sustitución. De Ja primera ecuación hallamos x=-^ » 

de la segunda, t — 1 . Poniendo eslas expresiones en la tercera 

ecuación, obtenemos: 

(n-)-35) (n —5) , 

48n - 1 ’ 

de donde hallamos n = 25 (la segunda solución no satisface el plan¬ 
teamiento). Es decir, en el sovjós había 25 cosechadoras. 

5. Problemas sobre aleaciones y mezclas. En los problemas de 
este tipo se trata de la creación de mezclas, aleaciones, disoluciones, 
etc-. La resolución de semejantes problemas está relacionada con los 
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conceptos de «concentración», «porcentaje», «muestra», «liumeilad», 
etc., y se basa en Jas siguientes suposiciones: 

1. Todas las mezclas obtenidas (aleaciones, disoluciones) son 
homogéneas- 

2, No se hace diferencia entre el litro como unidad de capacidad 
y el litro como unidad de masa. 

Si una mezcla (aleación, disolución) de masa m consta de las 
sustancias A, B, C (que tienen masas m v m i , m 3 , respectiva mente), 

la magnitud , ~ , respectivamente) se denomina concen¬ 

tración de la sustancia A ( B , C, respectivamente) en la mezcla. 
La magnitud -^-100%(-^ 100%, -^-100%, respectivamente) recibe 
el nombre de porcentaje de la sustancia A (B , C, respectivamente) 
en la mezcla. Está claro, que — 4 . 4 . _2ii — \ e s decir, de la 

concentración de dos sustancias depende la concentración de. la 
tercera. 

ejemplo 12 . Tenemos un trozo de una aleación de cobre y estaño 
de tina masa de 12 hg que contiene el 45% de cobre. ¿Qué cantidad 
de estaño puro hay que añadir a esta aleación para que la nueva 
contenga el 40% de cobre? 

solución. Sea que la masa de estaño que hay que añadir a la 
aleación es igual a x kg. Entonces, se obtendrá una aleación de musa 
(12 -f- x) kg con un contenido del 40% de cobre. O sea, cu la nueva 

aleación hay -^~ 40 kg de cobre. La aleación inicial do 12 kg 

de masa contenía el 45% de cubre, es decir, en ella había ^ '45 kg. 

Como la masa de cobre, tanto en la aleación inicial como eu la nueva 
es la misma, podemos escribir la siguiente ecuación: 

(12-f j)4*' _ 12 
l(in mu ’’ ' 

Después de resolverla, obtenemos x = 1,5. Asi, pues, a la aleación 
inicial hay que añadir 1,5 kg de estaño. 

ejemplo 13 Tenemos acero de dos clases con contenido de níquel 
del 5% y 40%. ¿Qué cantidad de acero de una y otra marca hay do 
tomar para después do la refundición producir 140 t de acero 
con contenido de níquel del 30%? 

solución. Sea la masa del acero de la primera marca igual x t, 
entonces hay que tomar (140 — r) t de acero de la segunda marca. 
El contenido de níquel en el acero de la primera marca constituye 
el 5%, por lo tanto en x t de acero de dicha marca habrá .r-0,05 t 
de níquel. El contenido de este metal en el acero de la segunda marca 
es el 40%, por lo que en (140 — x) t de acero de la segunda marca el 
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contenido de níquel constituye (140 — x) 0,4 l. Según el plantea¬ 
miento, después de unir fas dos marcas do acero tomados lia de 
obtenerse 140 t de acoro con un contenido de níquel igual al 30%, 
es decir, al acabar la refundición en el acero producido deben haber 
140-0,3 l de níquel. Pero esta cantidad de níquel se forma de 
x-0,05 t, contenidas en el acero de la primera marca y de (140—i)x 
X0,4 t, en el de la segunda. Así, pues, escribamos la ecuación 

x-0,05 + (140 —i)0,4 = 140-0,3, 

de donde hallamos x = 40. Por lo tanto, hay de lomar 40 L de acoro 
con contenido del 5% de níquel y 100 l, de acero con el 40% de níquel. 

ejemplo u De un recipiente de 54 1 de capacitlad, lleno de ácido, 
se han vertido varios litros y se agrega agua y, a continuación, de 
nuevo, se vierte la misma cantidad de litros tle la mezcla. Entonces, 
■en la mezcla restante quedan 24 1 de ácido puro. ¿Qué cantidad de 
ácido fue vertida la primera vez? 

solución Sea que la primera vez se virtió a: 1 de ácido. Entonces 
en el recipiente quedaron (54 — x) 1 tic ácido. Al añadir agua al 
recipiente obtuvimos 54 1 de la mezcla, en la que se diluyeron (54 — x) l 

-tle ácido. Esto significa que 1 1 de la mezcla contiene ■■ -■ 1 de 

ácido (concentración de la mezcla). En el segundo caso, 
del recipiente se vertieron a: 1 de la mezcla y esta cantidad contenía 

j. 1 de ácido. Así, pites, la primera vez se vertieron x 1 de 

O'i ' 

ácido, la segunda, '~r— x. Durante las dos veces fueron vertidos 
54 — 20 = 30 1 do ácido. Como resultado, elaboramos la ecuación 


55 ' 


— 30. 


Después do resolverla obtenemos dos raíces x t — 90, x 2 = 18. 
Claro está que el valor x, = 90 no satisface el problema. Por lo tanto, 
la primera vez fueron vertidos 18 1 de ácido. 

EJEMrLO t5 Un recepláculo de 8 1 de capacidad está relleno de 
una mezcla do oxígeno y nitrógeno, con la particularidad de que el 
oxígeno ocupa el 10% de la capacidad del receptáculo. De él se 
«vacua cierta cantidad de la mezcla, se rellena el receptáculo de 
nilórgenu y, do nuevo, se evacúa una misma cantidad de la mezcla, 
después de lo cual al receptáculo se añade nitrógeno. Como resultado 
en el recipiente el contenido de oxígeno es igual al 9%. ¿Cuántos 
litros de la mezcla se evacuó del recepláculo cada vez? 

soujciún Supongamos que cada vez se evacuaban x 1 de la mezcla 
y se alimentaban x 1 tle nitrógeno. Después de la primera evacuación 
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un el receptáculo quedaban (8 — a) -U,lü I de oxígeno que se iIjIiij eren 
cu 8 1 de In mezcla (luego de añadir por primera vez nitrógeno). 

En esta etapa, la concentración de oxígeno es igual a g " |1G , 

es decir, (8 —a:) 0,02. Al haber evacuado por segunda vez x 1 de 
la mezcla, en el receptáculo quedaron (8 — x) I de la mezcla con 
una concentración do oxígeno igual a (8 — x) 0,02, es decir, quedaban 
(8—ar) ( 8 — 1 ) 0,02 1 de oxígeno, que so diluyeron en 8 1 de la 
mezcla (después do alimentar nitrógeno por segunda vez). En esta 

etapa, la concentración do oxígeno es igual a ■ >,n2 y el 

porcentaje, ^ ^ 0,02-100%. Así, pues, obtenemos la ecuación 

(8 -t A,,2 -100°9. 

de donde hallamos x¡ — 2, x 2 =■ 1 ó. Como vemos, es imposible eva¬ 
cuar 14 1 do un receptáculo en el que había 8 1. 

De forma que cada voz se evacuaban del receptáculo 2 l de la 
mezcla. 

ejemplo í6. Tenemos dos aleaciones de masa a kg y b kg con 
diferente porcentaje do cobre. De cada una de las aleaciones se cortó 




un trozo de igual masa, los cambiaron de lugar y fundieron junto con 
los restantes trozos de las aleaciones iniciales. En las nuevas alea¬ 
ciones el porcentaje de cobre se hizo igual. ¿Cuál es la masa de cada 
uno de los trozos cortados? 

solución. Sea x kg la masa de cada uno de los trozos corlados, 
y %, el porcentaje de cobre en la primera aleación, z %, el porcen¬ 
taje de cobre en la segunda. 

Después de cambiar de lugar las partes de masa x kg en la primera 
aloación obtenida (fig. 2) la cantidad de cobre 5erá W-»+¡Si'=‘ 


7-020', 



Primera parle. Algebra. Capítulo II 


i 


08 


y i‘l porcentaje rio cobro .será igual a 


a — x , r. 

iuíV ,y+ Tüü' 1 


100%, es decir, 


— .r) i/ -|- X 7 . 

a 

En la segunda aleación obtenida (fig. 3) habrá una cantidad 
de cobro + —■!/, mientras que el porcentaje de cobre será 


li iii 
b—x x 

■* + Íññ‘ t ' 


ion 


•100%, es decir, igual a —— Z ' J - . De acuerdo con 

el phmlcamiüuto, en las aleaciones obtenidas ol porcentaje do cobro 
os el mismo. Así, pues, llegamos a la ecuación 

('I— ■*){/+ *2 _ (b — x) 2 + XIJ 

b I, 

Siicesivaim’iile tenemos: 

aby — bit/ -f- bzx = ahz — a.cz 4- axy, 

(aby — abz) — (bxy — bxz) — (axy — nxz) = 0, 
ab (y — z) — bx (y — z) — ax (y — z) =0, 

(’J — z ) — a * — bar) = 0. 

Según el planteamiento y =t= z, de forma que ab — ax — bx = 0, 
do donde hallamos x = . Las variables y, z so eliminaron 

durante la resolución de la ecuación obtenida (auxiliares). 

Así, pues, la masa de cada uno de los trozos corlados es igual 

a i7T6 kg ' 


EJERCICIOS 

4S0. La suma de los cuadrados do las cifras de un número de dos cifras es igual 
a 10. Si del número buscado sustraemos 18, obtenemos un número escrito 
con esas mismas cifras, puro en orden inverso, Hallen el número buscado. 

481. ¿Qué número de dos cifras es 4 veces mayor que la suma de sus cifras y 3 ve¬ 
ces mayor que cJ producto de ellas? 

482. Hallen dos números enteros, cuya suma es igual a 1244. Si al primer 
numero se inscribe a la derecha la ciíra 3 y del segundo se elimina la 
última cifra 2. los números obtenidos serán ¡guales., 

483. Un número do tres cifras termina con la ciíra 3. Si esta se traspasa al co¬ 
mienzo del número, el nuevo será mayor en 1 que el número inicial triplicado. 
Hallen el número inicial. 

484. Un número de seis cifras comienza por la cifra 2. Si traspasamos ésta del 
primor puesto ai último, conservando el orden do las demás, ei número 
obtenido será tres veces mayor que el inicial. Hallen éste. 

485. 1.a suma de lodos los números pares filo dividida sin resto por uno do 
ellos. Mullen el divisor si sabemos que la suma do sus cifras es igual a !) y que 
el cociente se diferencia (leí divisor sólo por el orden de las cifras. 



§11. Problemas para ecuaciones y sisetiuas «lo ecuaciones 


«i'i 


486. Si dividimos un número de dos cifras por la suma de oslas, en el enciente 
obtendremos 7 y en el resto 6- Si ese mismo número de dos cifras se divide 
por el producto de sus cifras, en el cociente obtendremos 3 y en el restu. 
un número igual a la suma dei número inicial. Hallen el número inicial de 
dos cifras. 

487. La suma de dos números de tres cifras, escritos con cifras iguales, pero en 
orden inverso, es igual a 1252. Hallen dichos números si la suma de sus 
cifras es igual a 14 y la suma de los cuadrados do ollas es 84. 

488. Un turista que sube a una montaña alcanzó en el transcurso de la primera 
hora la altura de 800 m, mientras que durante cada siguiente hora subió 
a una altura de 25 m menor que en la anterior. ¿Cuántas horas pasarán 
hasta alcanzar la altura de 5700 m? 

489. Al di vidir el noveno término de una progresióu aritmética por su segundo 
término, en el cociente se obtiene 5, mientras que al dividir el término 
decimotercero de la progresión por su sexto término en el cociente tendre¬ 
mos 2 y en el resto 5. Hallen la suma de 20 miembros do la progre¬ 
sión. 

490. La suma de una progresión geométrica infinitamente decreciente es igual 
a 4, en lanío quo la suma de los cubos do sus términos, igual a 102 Hallen 
el primer término y la razón de la progresión. 

491. Hallen cuatro números do los quo los primeros tres forman una progresión 
aritmética y los tres últimos, una geométrica; la suma do los números 
extremos es igual a 60 y la de los medios, 60. 

492. La suma do los tres primeros términos de una progresión geométrica es 
igual a 91. Si a estos términos adicionamos 25, 27 y 1, respectivamente, 
obtenemos tres números quo forman una progresión aritmética. Hallen el 
séptimo término de la progresión geométrica. 

493. Hallen un número do tres cifras, en el cual las cifras forman uua progre¬ 
sión geométrica. Si de este número sustraemos 792, obtenemos un número 
escrito con esas mismas cifras, pero en orden contrario. Si de la cifra 
quo expresa el número do centellas, sustraemos 4 y si dejamos las restan¬ 
tes cifras del número buscado sin variar, hallamos un número, cuyas cifras 
componen una progresión aritmética. 

494. Huilón un número do cuatro cifras, en el que las tres primeras forman uua 
progresión aritmética creciente, si sabemos quo el so divide por 225. 

495. Tres hermanos, cuyas edades forman una progresión geométrica, dividen 
entre sí cierta suma de dinero de modo proporcional a la edad. Si osa mis¬ 
ma suma lie dinero la dividieran proporcionalmnnlo a su edad tres años más 
adelante, el menor de los hermanos recibiría 105 rublos más, el mediano. 
15 rublos más que ahora. ¿Cuál es la edad do los hermanos si sallemos que la 
diferencia de años entro el mayor y el menor de ellos es igual a 15 años? 

490. Hallen el número do términos de una progresión artiinética, en la que la 
razón entro la suma de los 13 primeros términos y la de los 13 Ultimos es 

igual a en Unto que la razón entre la suma de lodos los términos sin 


los tres primeros y la de todos los términos sin los 3 últimos es igual a -Í-. 
497. La suma do una progresión geométrica infinitamente decreciente 03 igual 

a —. La progresión contieno uu término igual a La razón entre la suma 
O b 

de todos los términos de la progresión, que preceden al que es igual a -jí-, 

y la suma do los términos que le siguen, es igual a 30. Determinen c) número 

del término igual a -jr. 
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Uua aleación pesa 2 kg y consta do plata y ccln - e, con la particularidad de 
que la masa de la plata constituyo el 14 y % de la masa del cobro. ¿Qué 


cantidad do plata hay on la aleación? 

499 . Se ha comprado 1 m de tejidos do dos calidades por una sania de 15 rublos 
20 kopeks. Si el precio dol tejido de la primera calidad fuera mas alto 
y de ia segunda, más bajo en un mismo por ciento, 1 m de: tejido de la 
primera calidad costaría 15 rublos y de la segunda, 2 rublos 40 kopeks. 
¿Cuánto cuesta 1 m del tejido de primera calidad? 

500. Un número dígito Fue aumentado en 10. Si el número obtenido se aumentara 
al mismo por ciento que la primera vez, obtendríamos 72. Hallen el número 
dígito inicial. 

501. De acuerdo con el plan, dos fábricas deberían producir 300 maqutnas- 
horrainietilas al mes. Lo primera de ollas cumplió el plan en el 112%, la 
segunda en el 110% y en conjunto, las dos fábricas produjeron 400 máqui- 
nas-iici rninii'iitas ¿Cuántas máquinas produjo cada fábrica por separado 
superando el plan? 

502. 1‘ava producir pan de trigo (blanco) se han lomado tantos kilogramos do 

harina, como el por ciento que constituye el aumento de peso de dicha 
harina. Para producir pan de centeno (moreno) se han lomado 10 kg do 
harina más y, precisamente, laníos kilogramos como el por ciento que cous- 
tiluyr el ¿mínenlo tic peso do la harina «le ccnlcuo. ¿Qi*e cant idad de harina 
de uno y otro género se lia lomado si en total se han producido 112,5 kg 
de pan? . 

503. ¿Si disminuyera el día laboral de 8 a 7 horas cu qué por ciento Hay que 
aumentar el rendimiento dol trabajo para que con las mismas tarifas el 
sueldo aumento el 5%? 

504. A principios de año en la cartilla de ahorros fueron puestos 1000 rublos 
y a finales de él, sacados 848 rublos. A finales dol segundo año en la cartilla 
había 824 rublos. ¿Que interés pone en cuenta al año la caja de ahorros? 

505. A fines do año en ia cartilla de ahorros del depositauLe la caja de ahorros 
puso en cuenta el interés, lo que constituyó 0 rublos. El depositante 
añadió 44 rublos y dejó su dinero en la caja para un año más. Al acabar oí 
año, de nuevo pusieron en cuenta los intereses, y, ahora, el depósito, junto 
con los intereses, constituía 257 rublos 50 kopeks. ¿Qué suma fue deposi¬ 
tada en la c uenta de ahorros inicial mente? 

5ÜG. El precio del artículo fue rebajado el 20%, a continuación, el nuovo precio 
lo rebajaron el 15%; por fin, después del recálculo se efectuó la rebaja al 

10% más ¿A qué por ciento total fue rebajado el precio inicial? 

507. La cantidad de estudiantes en un centro de enseñanza, aumentando el mis¬ 
mo por ciento anualmente, creció en tres años de 5000 a B055 personas. 
¿En qué tanto por ciento aumentó anualmente el numero do estudiantes? 

508. El volumen de la sustancia A constituye la mitad de la suma de los volú¬ 

menes de las sustancias I) y C, en tanto que el volumen de la sustancia /i, 
el 20% de la suma de los volúmenes do las sustancias A y C. Hallen la 
razón entre el volumen de la sustancia C y la suma do los volúmenes de las 
suslnncias A y II. ...... 

509. Como resultad» alo la reconstrucción de mi taller el numero do obreros que 
quedaron libres puede encontrarse en los límites del 1,7 al 2,3%. Hallen el 
número mínimo de obreros que puede estar ocupado en el taller antes 
de la reconstrucción. 

510. El por ciento de estudiantes del curso que han dado todos los examenes 
preliminares se halla en los límites del 90.8 al 97,2%. I-lallen el numero 
mínimo de estudiantes que puede haber en dicho curso. 

511. Un turista tiene que cubrir la distancia desde el pueblo basta la estación 
de ferrocarril. Después de pasar 3 km él comprendió quo llegaba tarde al 
tren y empezó a andar a una velocidad de 4 km/h. El turista llegó a la 
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estación 45 ruin antes de la partida dei tren. Si el hubiera ido a la velocidad 
inicial se habría demorado 40 min. Determinen la distancia desde el pueblo 
hasta la estación. 

512. Un pasajero que viaja en un tren a una velocidad de 40 Icin/h observó por la 
ventana quo en sentido opuesto, en el transcurso de 3 s, pasó un tren do 
75 m do longitud. ¿Cuál era la velocidad del tren quo iba en dirección 
contraria? 

513. Un ciclista debería cubrir 43 km a velocidad media determinada. Poro, 
por ciertas causas, la primera mitad del recorrido se desplazó a una veloci¬ 
dad el 20% menor, mientras que la segunda, a 2 km mayor que la necesaria. 
Para cubrir lodo el recorrido el ciclista gastó 5 ii. Hallen la velocidad que 
al principio se preveía. 

514. Tres cuerpos se mueven por una recta del punto A al B. R1 segundo cuerpo 
comenzó a desplazarse 5 s y el tercero, 8 s después que el primero. La 
velocidad del primer cuerpo es 6 cm/s menor que la dol segundo La veloci¬ 
dad del tercero es igual a 30 cm/s. Hallen la distancia AB y la velocidad del 
primor cuerpo si sabemos que los tres cuerpos llegan al punto B en el mismo 
momento. 

515. Al principio el avión volaba a la velocidad de 220 km/h. Cuando le queda¬ 
ban por volar 385 km mcuos que los ya cubiertos, la velocidad mímenlo 
hasta 330 kin/h. En el transcurso de todo el recorrido la velocidad media 
dol avión era igual a 250 km/li. ¿Qué distancia voló el avión? 

516. De los punios A y B salieron al encuentro, simultáneamente, dos trenos. 
La velocidad del primor tren es 10 km/h mayor que la del segundo. Los 
trenes se encontraron a 28 kin de la mitad del recorrido AB. Si el primer 
tren hubiera partido de A 45 min más tardo que el segundo, los Irenes se 
encontrarían cu la mitad del recorrido AB. Hallen la distancia AB y las 
velocidades de ambos trenes. 

517. Dos escolares salieron al mismo tiempo do casa a igual velocidad. Uno de 
ellos, 3 min después so acordó de quo había dejado en casa un libro que 
necesitaba y retomó a casa a min velocidad do 00 iii/min mayor que la 
inicial. Después de coger el libro comenzó do nuevo su camino a la misma 
velocidad y alcanzó a su compañero, que iba a velocidad constante, ya 
junto a la puerta do la escuela. Hallen las velocidades de los escolares sí 
la distancia entre la escuela y La casa es 280 m. 

518. Dos transeúntes que so hallan en los puntos A y 1), entro los que hay una 
distancia do 27 km en linca recta, salen de clios simUánoamontu, desplazán¬ 
dose por ia recta AB. Ellos se encuentran después de 3 hsi van al encuentro 
y uno alcanza al otro 9 h después, si so mueven en una misma dirección. 
Hallen la velocidad de cada uno do los transeúntes. 

519. Por los dos lados de un ángulo recto, se mueven dos cuerpos en dirección 
de su vértice. En el momento inicial el cuerpo A estaba distanciado del 
vértice del ángulo recto a 60 ra, el cuerpo B, a 80 m. Pasados 3 S la distan¬ 
cia entre A y B se hizo igual a 70 ni y después de 2 s más, 50 in. Hallen la 
velocidad de cada uno de los cuerpos. 

520. Por el rio, la distancia entro dos ciudades es igual a 80 km Una lancha 
pasa esta distancia dos veces (hacia arriba y abajo) en el transcurso de 8 h 
20 min. Determinen la velocidad do la lancha en agua estancada si la 
velocidad de la corriente del rio es igual a 4 km/h. 

521. Una lancha se desplazó por un rio aguas arriba 8 km, dio la vuelta > so 
desplazó aguas abajo 36 km. Todo el viaje duró 2 li. Después, la lancha 
cubrió 0 km contra corriente y a favor do ella, 33 km, gastando en el segun¬ 
do viaje 1 li 45 min. Hallen la velocidad do la loncha en agua estancada. 

522. En un lago desembocan dos ríos. Una lancha parle dei muelle A, situado 
en el primer río, so desplaza 24 km hacia abajo, hasta el lago después boga 
2 km por el lago, y, a continuación, 32 kiu por el segundo rio hasta el 
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muelle ü, culmPiulo la distancia desde A basta D en 8 1». Si la lancha hubie¬ 
ra navegado por el lago 18 km más, lodo el recorrido de A a B consumiría 
10 li. Hallen la velocidad de la corriente do cada río si sabemos que la 
velocidad del primer rio es 2 km/Ii mayor que la del segundo. 

Dos pea Iones salieron, simultáneamente, al encuentro dolos puntos A y D. 
Cuando el primero pasó la mitad clcl camino, ni segundo, hasta el final 
del recorrido, le quedaban 24 km. Cuando el segundo cubrió la mitad del 
recorrido, al primero le quedaban 15 km más hasta el final. ¿Cuántos kiló¬ 
metros ha de recorrer el segundo peatón hasta A después de que el primero 
cubro el camino desdo A hasta 71? 

Do los punios A y D salen al encuentro dos trenes, con la particularidad 
de que el segundo partí ó media hora después que ci primero. Al pasav 2 h 

después do la partida del primor lien, la distancia entre ellos constituía i^do 

uv 

la distancia entie A y D. Los trenes se encontraron en la mitad del camino 
desde A hasta D. ¿Cuánto tiempo necesitará cada tren para cubrir todo 
el recorrido Al)? 

Lo disi anua cutre las ciudades A y ¡3 es igual a 00 km. Dos trenes parlen 
simultáneamente: uno de A a B y otro, de 1) a A. Pasados 20 km el tren que 
va do A a I) se detiene inedia hora y, n continuación, desplazándose 4 nuil, 
se encuentra con el tren que viene de I) Los dos trenes llegan al mismo 
Ilempo ni punto de destino. Hallen las velocidades de los trenes. 

Dos ciclistas salieron al mismo tiempo de los puntos A y B al encuentro 
uno de otro. El ciclista que se desplazaba del punto A llego a B pasadas 4 li. 


528 


521) 


53U 


531 


532 


•auto que el que iba del punto B, llegó a /I 0 h después del encuentro 
i el otro ¿Cuántas horas estuvieron cada uno de los ciclistas en el ca¬ 


en •; 
con 
mino? 

Del punió A, corriente arriba, partió uun motora y del punto B, situado 
más arriba que el punto A por la corriente, salió, simultáneamente, una 
balsa. Pasadas a h ellas se encontraron y. más adelanto, se desplazaron sin 
paradas. Al llegar a B, la molora, sin detenerse, dio ia vuelta y alcanzó 
la balsa cu el punto A. ¿Cuánto tiempo navegaron lu balsa y la motora 
hasta encoitliarse en el punto A, si sabemos que la velocidad propia de 
la motora es constante? 

l.n distancia entre dos ciudades es cubierta por un tren rápido 4 li antes 
que un tren de mercancías y 1 h antes que uno ordinario. Sabemos que la 

velocidad del de mercancías constituye 4- de la del ordinario y es 50 kin/li 

O 

menor que la dei rápido. Hallen las velocidades do los trenes de mercancías 
y del rápido. 

De dos puntos, entre los que hay una distancia igual a 2400 km, salieron, 
siimiItálicamente, al encuentro un tren ordinario y un rápido. Cada uno 
de ellos se desplaza a velocidad constante y, en cierto momento do tiempo, 
ellos se encuentran. Si ambos se movieran a la velocidad del rápido, su 
encuentro Utikieia acontecido 3 h antes quu el momento real del oncuontro. 
Si ambos trenos marcharan n la velocidad del ordinario su encuentro so 
hubiera producido 5 h después del momento real del encuentro. Hallen las 
velocidades de los trenes. 

l’or una circunferencia de 3G0 m de largura, se mueven dos puntos, con 
la particularidad de que el primero recorre la circunferencia 1 s más rápido. 
Hallen la velocidad de cada punto si sabemos que el primer punto pasa por 
1 s 4 ni más que el segundo. 

Dos puntos, eu movimiento por una circunferencia en una misma dirección, 
se encuentran después de cada 20 s y estando en movimiento en direcciones 
opuestas, cailii 4 s Hallen la velocidad do cada punto, si se sabe qno la 
longitud de la circunferencia es igual a 100 ni. 

Dos puntes que se mueven por una circunferencia en la misma dirección, 
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se encuentran cada 5(3 niin y oslando en movimiento en direcciones opues¬ 
tas, cada 8 min. Hallen la velocidad de cada punto y la longitud de la 
circunferencia, si sabemos que durante 1 s el primer punto cubre una 

distancia ni mayor quo el segundo. 

533. Dos puntos en movimiento por una circunferencia en una misma dirección, 
se encuentran cada 12 min, con la particularidad do que el primero da la 
vuelta a la circunferencia 10 s más rápido que el segundo. ¿Que parte do 
la circunferencia cubro en 1 s cada uno do los puntos? 

534. Una motonave partió del punto A al B y, después de 7,5 h, tras ella del 
punto A salió una lancha motora. En la mitad del mjorrídodc A a O la 
motora alcanzó a la motonave. Cuando la primera llegó a B, a la segunda 

le quedaban navegar ^ de todo el recorrido. ¿Cuánto tiempo es necesario 

para quo la motonave pase la distancia do A a /?? 

535. Del pimío A al B salió un tren ordinario. Tras él, 3 li después, partió de A 
un rápido. Éste alcanzó al ordinario en la mitad del recorrido do /I ai). 

En el momento de la llegada del rápido a B el ordinario cubrió ^ do todo 

el recorrido ¿Cuánto tiempo necesitará el tren ordinario pata cubrir la 
distancia do A a B? 

536. Del punto A al B salió un peatón. Después de 3/4 li, tras el partió un 
ciclista. Cuando éste llegó a B al peatón lo quedaban por pasar 3/8 de todo 
el cninÍDO. ¿Cuánto tiempo necesitó el peatón para cubrir todo el recorrido, 
si sabemos quo el ciclista alcanzó al peatón en la mitad de la distancia 
de A a B7 

537. Del punto A al B, entro los que la distancia es ignal a 70 km, salió un 
ciclista, y, cierto tiempo después, un motociclista, cuya velocidad era 
50 km/lt. Ésta alcanzó al ciclista a 20 km del punto /I. Tras haber llegado 
a B. 48 miu después, ol motociclista salió en dirección contraria hacia A 
y se encontró con el ciclista pasadas 2 li 40 min luego do salir éste de A. 
¡tullen la velocidad del ciclista. 

538. Del desembarcadero A, corriente del rio abajo, salieron, simultáneamente, 
una laucha y una balsa. La primera, después de llegar al muelle B, situado 
a 324 km de A , pasadas 18 )i de escala en él, partió do nuevo en dirección 
de A. En el momento cuando se encontraba a 180 kin del muelle A, la 
segunda lancha que salió de A 40 horas más larde de la primera, alcanzó 
a lo balsa quo, basta entonces, había cubierto una distancia de 144 km. 
Hallen las velocidades de ambas lanchas, si se sabe que son iguales y so 
conoce la velocidad de la corriente del río. 

539. En el río desemboca un afluente. Una lancha parle del muelle A, situado 
en ol afluente, va corriente abajo 00 km hasta el río, a continuación rio 
abajo 65 km hasta el desembarcadero B. Mas adelante, por ese mismo 
itinerario, la lancha retorna, necesitando para el recorrido inverso 10 b. 
Hallen la velocidad propia de la lancha si sabemos que para el recorrido 
por el río desde .4, la lancha gasta 3 h 45 min y la velocidad de la corriente 
del río es 1 km/li menor (pie la de ¡a corriente del afluente 

540. Dos nadadores partieron, uno tras otro, en una piscina de 50 metros para 
la distancia de 100 m. El segundo nadador, cuya velocidad es igual a 
a 1,5 in/s, alcanzó al primero en la marca 24 m, después, al llegar a la pared 
opuesta de la piscina, dio la vuelta y se encontró con el primer nadador 

2 

después de — s de darla. Hallen el intervalo de tiempo entre los momentos 
de partida de los nadadores. 

541. Del punto A, en una misma dirección, salieron dos esquiadores, con la 
particularidad de que el segundo partió 6 min después que el primero y que 
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alcanzó a éste a 2 km >lc la linea de salida Al llegar a la marca de 5 km 
el segundo estimador dio la vuelta y se encontró con el primero a 4 km de 
la línea de salida Hallen la velocidad del segundo esquiador. 

542. Dos ciclistas partieron, uno Iras otro, con un intervalo do 2 min. El segundo 
alcanzó al primero a la distancia de 1 ion de la línea de salida. Si después 
de recorrer 5 km desde la línea do salida, el hubiera dudó la vuelta hacia 
atrás, so encontraría con el primer ciclista 20 min después de la partida 
de éste. Hallen la velocidad del segundo ciclista. 

543. De A a H, simultáneamente, salen un ciclista y un peatón. La velocidad 
del ciclista es dos veces mayor que la del pealún. Al mismo tiempo, a su 
encuentro, de B a A salo el segundo peatón, El tiempo entro los encuentros 

de éste con el ciclista y el primor peatón constituye jg de la fracción del 

tiempo necesario paio su recorrido de D a /I. ¿Cuál de los peatones y cuántas 

veces iba más lapido, si Imsla encontrarse los dos cubrieron más de -^-de 

toda la distancia de A a B. 

544. Del punto A al B salió una motonave. A las 8 h ella alcanzó a una lancha, 
que iba por eso mismo recorrido, cuya velocidad era igual a 3 km/h. Al 
retornar do A a B, en el que tuvo una parada de 10 min, la motonave se 
encontró con esa misma lancha a las 8 n 20 min. Al punto A la motonave 
llega cuantío la lancha alcanza el punto U. Determinen el tiempo do llegada 
do la lancha al punto II , si sabemos que a las 8 h 10 min olla se encontraba 
a 1,5 km del punto A. 

545. Si un pasajero sale cu tren del punto A , ¡il punto B llegará después de 20 h. 
Si él vuela en avión, que debe esperar más de dos horas, llegara a B pasadas 
10 h luego de partir el tren. ¿Cuantas veces es mayor la velocidad del avión 

que la dol tica, si sabemos que tras -jj- li de comenzar el vuelo el avión so 

encontrará a la misma distancia del punto A que el tren? 

54G. Del punto A al B salen, simultáneamente, un peatón y un ciclista. Llega¬ 
do a B el ciclista da la vuelta y, tras 1 h de haber comenzado el movimiento, 
se ccucnlra con ol peatón. Después del encuentro el peatón continúa su 
camino hacia B y ol ciclista da la vuelta y también so dirige a B. Habiendo 
alcanzado B , el ciclista do nuevo retorna y, una vez más, se encuentra con 
el peatón pasados 40 min del primer encuentro. Determinen cuánto tiempo 
necesitará el peatón para cubrir la distancia de A a B. 

547. Del punto A salieron lies ciclistas. El primero partió 1 h antes que los 
otros dos que comenzaron el movimiento simultáneamente. Pasado cierto 
tiempo, el tercer ciclista alcanzó al primero, mientras que el segundo igualo 
al primero 2 h después que el tercero. Determinen la razón entre las velo¬ 
cidades de los ciclistas primero y tercero, si la razón entre las velocidades 
de los ciclistas segundo y tercero es igual a 2 : 3. 

548. La distancia entre los puntos A y B es igual a 105 km. De A íi B solio uo 
antobús a una velocidad de o km/h. Después de 30 min, tras el, salió un 
automóvil, cuya velocidad era igual a 40 km/h. Tras de haber alcanzado al 
autobús, el automóvil da la vuelta y, a la misma velocidad, retorna hacia A. 
¿Con qué valores de la velocidad v el autobús llegará a B antes que el 
automóvil llegue a A? 

549. Simultáneamente, de los puntos A y B salen dos correos al encuentro uno 
de otro Pasado cierto tiempo ellos se encuentran. Si el primer correo 
hubiese salido 1 li antes y ei segundo, 0,5 li más tarde, ellos se habrían 
encontrad.»48 min antes. Si el primero saliera 0,5 h después y ei segundo, 
1 ii antes, el lugar del encuentro se trasladaría a 5G0U ni. ¿Cual es la velo¬ 
cidad do cada correo? 

550. Entre los punios A y U se encuentra el C, con la particularidad de que A C = 
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— 17 km, BC = 3 km. De A a B partió un automóvil que. ai recorrer 
menos (le dos kilómetros, se paró. Cierto tiempo después el siguió su camino 
hacia B y, en este momento de tiempo, de C a B partieron un peatón y un 
ciclista, cada uno de los que al alcanzar ¿7, de inmediato, comenzaron el 
camino inverso, ¿Con cuál de ellos so igualará antes el automóvil, si sabe¬ 
mos que la velocidad de éste es 4 veces mayor que la del ciclista y 8 veces 
mayor que la deí peatón? 

551. Del punto A al punto B salió un peatón. Simultáneamente, de B a A , a su 
encuentro, partió un motociclista. Al encontrarse con el peatón, el moto¬ 
ciclista lo montó en su moto, lo llevó a B, allí lo dejó y, de nuevo, partió 
hacia A. Como consecuencia, el peatón alcanzó B 4 veces más rápido de lo 
quo planeó. ¿Cuántas veces más rápido hubiera llegado el motociclista 
al punto A , si no hubiera tenido que retornar? 

552. Del punto A al i? se lia traído una mercancía. De A la llevaron primero ni 
un autofurgón y, a continuación, en nn camión. La distancia del lugar del 
trasbordo basta el punto B es 3 veces menor que desde el punto de trasbordo 
al punto A . Para llevar la mercancía de A a B ha sido necesaria una canti¬ 
dad do tiempo igual ai tiempo requerido para ir de A a B a una velocidad 
de 64 km/li. ¿A qué velocidad marchaba el camión, si sallemos que la 
velocidad del autofurgón era no más de 75 km/Ii, asi como que si éste v el 
camión hubiesen salido do los puntos A y B al encuentro uno de otro, ellos 
so habrían encontrado después del intervalo do tiempo necesario para 
recorrer la distancia de A a B a una velocidad do 120 km/h.? 

533. Dos ciclistas salieron, simultáneamente, al encuentro de los puntos A y II 
y. pasadas 2,4 h. se encontraron. Si el primer ciclista aumentara la veloci¬ 
dad el 50% y el segundo, el 20%, para vencer la distancia do A a B al 

2 

primero lo hubiera hecho falta-g- h más que al segundo ciclista. ¿Cuánto 
tiempo necesita a cada ciclista para cubrir la distancia entre A y /<? 

554. Del punto A al B partió un motociclista. Pasadas 2 h salió tras él un 
automóvil que llegó al punto B al mismo tiempo «uo el motociclista. Si 
el automóvil y el motociclista hubiesen salido simultáneamente de A y B 
ni encuentro uno de otro, se habrían encontrado Iras pasada 1 h 20 iuin 
después de la partida. ¿Cuánto tiempo necesita el motociclista para vencer 
la distancia de A a Bi 

555. Del punto A al B salió unciclisla. Ai mismo tiempo, do B a A salió un molo- 
scooter y se encontró con el ciclista 45 min después de su salida. ¿Cuánto 
tiempo necesita el ciclista para cubrir Ja distancia entre A y B, si sabemos 
que el motoscootcr vence esc mismo recorrido invirtiendo 2 li menos?, 

556. Para recorrer la distancia de A a B una motonave invierte 3 h y para la 
vuelta, 4 h. ¿Cuánto tiempo navegará una balsa de A a B ? 

557. Un electricista bajó por la escalera mecánica en movimiento, empleando 
para ello 30 s. La segunda vez él bajó por la escalera mecánica parada 
invirtiendo 45 s. ¿Cuánto tiempo gastaría al bajar sí estuviera parado en 
el peidaño de la escalera en marcha? 

558. Del punto A al B salió un autobús. Al llegar a B él continúa el desplaza¬ 
miento en la misma dirección. En el momento cuando al autobús alcanzó 
el punto 5, del punto A , en esa misma dirección, partió un automóvil. Para 
cubrir la distancia desde A hasta B el automóvil invierte 3 h 20 min menos 
que el autobús en el mismo recorrido. ¿Cuántas horas son necesarias para 
que venzan ese recorrido el automóvil y el autobús, si sabemos que la suma 
do sus velocidades es 1,5 veces mayor que el tiempo necesario para que el 
automóvil alcance al autobús? 

559. Simultáneamente, de dos puntos A y B salen, al encuentro uno de otro, uu 
ciclista y un autobús. Para el recorrido de A a B el ciclista invierta 2 h 
40 ruin más que el autobús para recorrer la distancio de B a A , mientras que 
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la suma ile dichas Horas es -r- veces mayor que el tiempo pasado desdo el 

O 

comienzo del desplazamiento del ciclista y el autobús hasta el momento 
de su encuentro. ¿Cuánto tiempo invierte el ciclista para ir <lo A a li y el 
autobús para vencer la distancia entro fl y <1? 

000. Del punto /l al B se ba llevado el correo. Primero lo llevó uu motociclista 
2 

que. cubriendo — de la distancia entre dichos puntos, entregó el correo 

a un ciclista que le esperaba. El correo fue trasladado de A a B durante el 
intervalo de tiempo necesario para ir de A a B a una velocidad de 40 km/h. 
Sabemos que si el motociclista y el ciclista hubiesen salido de A, a B 
simultáneamente al encuentro, cílos so hubieran encontrado después del 
lapso uecesario para cubrir la distancia do A a B a la velocidad do 
100 km/h. Hallen la velocidad del motociclista Suponiendo que olla os 
mayor que la del ciclista. 

5G1. En uno mina de carbón trabajaban primero dos secciones y después do 
cierto tiempo, comenzó a funcionar la tercera, como resultado de lo cual 
el rendimiento de la mina aumentó 1,5 veces. ¿Cuántos por ciento del 
rendimiento de la segunda sección constituye el de la primera si durante 
4 meses las secciones primera y tercera extraen, conjuntamente, tanto 
carbón como arranca la segunda sección cu ol transcurso de un año? 

562. Dos brigadas comenzaron el trabajo a las8h. Después do hacer en conjunto 
72 piezas, ellas comenzaron a trabajar por separado. A las 15 h quedó claro 
que al trabajar per separado la primera brigada produjo 8 piezas inás que 
la segunda Al día siguicnto la primera brigada producía cada 1 h una 
pieza más y la segunda durante 1 h una pieza menos que el primer día. 
Las brigadas comenzaron a trabajara las 8 uen conjunto y, habiendo hecho 
72 piezas, de nuevo pasaron al trabajo porseparado. En el transcurso de esta 
forma de trabajo, ya hacia las 13 b, la primera brigada produjo 8 piezas más 
que la segunda. ¿Cuántas piezas por hora producía cada brigada? 

5C3. Una piscina se llena de agua por el primer tubo 5 h antes que por el segun¬ 
do y 30 h anlns que por el tercero. Es conocido que la capacidad de paso del 
tercer tubo es 2,5 veces menor que la del primer tubo y 24 nrVh menor que 
la del Segundo tubo. Hallen la capacidad do paso do los tubos primero 
y tercero. 

5C4. Tres obreros deben hacer 80 piezas iguales. So sabo que, en conjunto, los 
tres producen por hora 20 piezas. El primer obrero fue el primero que 
empezó a trabajar, El hizo 20 piezas invirUcndo para hacerlas más de 3 h. 
La restante parle de piezas fue hecha por el segundo y tercero obreros. Para 
acabar lodo el trabajo gastaron 8 h. ¿Cuánto tiempo sería necesario al 
primer obrero para producir las 80 piezas? 

565. Un petrolero se llena de petróleo trabajando dos tubos, con la particulari¬ 
dad de que cada uno de ellos rellenó más de — de su volumen. Si la cantidad 

ilc petróleo alimentado por boro por el primor tubo hubiese sido 1,5 veces 
mayor y la cantidad du petróleo alimentado por hora por el segundo tubo 
hubiera sido 4 veces menor, el tiempo necesario para rellenar el petrolero 

aumentaiía parto ilcl tiempo que es necesario para llenar el petrolero 

por sólo el primer tubo, ¿l’or qué tubo se alimenta mayor cantidad do petró¬ 
leo y cuántas veces más? 

560. l’or tres tubos se alimenta petróleo a un depósito y do el se ovacua por ol 
cuarto. El primer día los tubos tercero y cuarto trabajaron 6 b cada uno, 
el segundo, 5 li, el primevo, 2 h. Como resultado el nivel del petróleo so 
elevó 4 m 151 segundo diu los tubos primero y segundo funcionaron 3 h cada 
uno, el tercero, 0 h, el cuarto, 4 h. Debido a esto, el nivel del petróleo so 
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elevó 0 m más. El tercer día los tubos segundo y cuarto funcionaron 0 li. 
¿Subió o bajó el nivel de petróleo el tercer día? 

567. Dos obreros realizaron juntos cierto trabajo en el transcurso de 12 h. Si 
al principio el primer obrero hubiera hecho lamitad del indicado trabajo y, 
a continuación, el segundo la parte restante, lodo el trabajo hubiese sido 
efectuado duranto 25 h. ¿En el transcurso do qué tiempo podría realizar 
este trabajo cada uno de los obreros por separado? 

508. Dos obreros realizan cierto trabajo. Pasados 45 min de trabajo conjunto, 
el primer obrero fue enviado a realizar otro trabajo y el segundo obrero 
acabó la parte restante del trabajo en el transcurso de 2 b 15 min. ¿Cuánto 
tiempo necesitaría cada uno de los obreros por separado nara realizar todo 
ei trabajo, si sabemos que el segundo necesitaría para ello 1 h más que el 
primero? 

5G9. Dos torneros debían producir un determinado número de piezas. Después 
de trabajar en conjunto tres horas, continuó trabajando sólo el segundo 
tornero que trabajó 4 h más. Después de esto, la tarea fue sobrccumplida el 
12,5%. ¿Cuánto tiempo sería necesario a cada tornero por separado para 
cumplir la tarea, si sabemos que el segundo necesitaría 4 b menos que el 
primero? 

570. Una piscina puede llenarse de agua con dos grifos. Si el primero se abre 
10 min y el segundo, 20 min, la piscina se llenará. Si el primer grifo so 

3 

abre 5 min y el segundo, 15 ntin, se llenará -g- do la piscina. ¿En el transcur¬ 


so de qué tiempo cada grifo por separado puede llenar toda la piscina? 

571. Dos brigadas trabajaron juntas 15 días, después de io cual ii ellas se unió 
la tercera brigada y pasados 5 dios después de esto todo el trabajo luo 
acabado. Sabemos que la segunda brigada produce al día el 20% más que la 
primera. Las brigadas segunda y tercera en conjunto podrían realizar todo ol 

Q 

trabajo en ^ del tiempo necesario para que todo el trabajo sea realizado 

por las brigadas primera y tercera al trabajar juntas. ¿Si las tros brigadas 
trabajaran juntas cuánto tiempo necesitarían pava ejecutar lodo el trabajo? 

572. Para descargar una barcaza se lian destinado dos brigadas de cargadores. 
Si al tiempo duranto el cual puede descargarla barcaza la primera brigada 
añadimos el tiempo que necesita la segunda brigada para hacer ese trabajo, 
resultan 12 h. ¿En el transcurso de cuántas horas cada brigada puede 
descargar la barcaza, si la diferencia eutre esas horas constituye el 45% de 
todo el tiempo necesario para descargar la barcaza trabajando juntas las 
dos brigadas? 

573. Para excavar una zanja so destinan dos excavadoras do diferente tipo. 
El tiempo necesario para que la primera excavadora cave la zanja es 3 h 
menor que ol que precisa la segunda para realizar ese mismo trabajo. 
¿Cuántas horas necesitará cada excavadora para excavar la zanja, si la suma 

de dichas horas es veces mayor que el tiempo necesario para hacer la 

zanja trabajando juntas? 

574. Una motonave so carga con grúas. Primero, durante dos boros, trabajaron 
4 grúas de igual potcucia, a continuación, a ellas se uuicron dos grúas más, 
pero de menos potencia; pasadas 3 h después de esto la carga fiualizó. Si 
todas las grúas bubioran comenzado a trabajar simultáneamente, la carga 
hubiese acabado en el transcurso do 4,5 h. ¿Cuánto tiempo necesitan para 
realizar la carga 1 grúa de elevada potencia y 1 grúa de menor potencio a! 
trabajar juntas? 

575. A un foso se alimenta agua uniformemente. 10 bombas iguales, funcionan¬ 
do simultáneamente, pueden desaguar el agua del foso Meno en el transcurso 
do 12 h, en tanto que 15 bombas de ese mismo tipo, en 6 h ¿Cuánto tiempo 
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es necesario para vaciar el ngua del foso Heno empleando 25 bombas como 
las indicadas al trabajar ellas conjuntamente? 

570. Dos fábricas, trabajando juntas, deben transformar cierta cantidad de 
materia prima. Si el rendimiento de la segunda fábrica aumentara el doblo 
el tiempo necesario para que ¡as fábricas realizaran el trabajo disminuiría 


2 

en del tiempo quo se requeriría para que la primera fábrica cumpliera 
lo 

toda la tarea. ¿En qué lúbrico el rendimiento es inás alto y cuántas veces, 
si sabemos que cada una de las fábricas transformó no menos de de todo 


el vnluinen de la materia prima? 

577. Dos brigadas, trabajando juntas, cavaron una zanja en 2 días. Después 
de esto, ellas comenzaron a cavar otra zanja do la misma profundidad 
y anchura, pero de una longitud 5 veces mayor Con oslo, comenzó a traba¬ 
jar una litigada y, a continuación, fue sustituida por la segunda quo realizó 
una vez y media monos trabajo que la primera brigada.. La segunda zanja 
fue acabada en 2t día. ¿En el transcurso do cuántos días hubiera podido 
cavar la segunda brigada la primera zanja, si sabemos que ol volumen do 
trabajo realizado por la primera brigada por 1 día os mayor quo ol ejecuta¬ 
do por 1 día por la segunda brigada? 

578. Un recipiente so llena de agua por 5 tubos. Con el primer tubo el recipiente 
se llena <¡e agua en 4ü minutos, con el segundo, tercero y cuarto tubos, 
funcionando al mismo tiempo, en 10 miu. con el segundo, tercero y quinto 
tubos, trabajando conjuntamente, en 20 mili y, por fin, con el quinto 
y cuarto, en 30 min. ¿Cuánto tiempo es necesario para llenar ol recipiente 
si los 5 luims trabajan juntos? 

570. Tres líneas automáticas producen iguales artículos, pero tienen diferente 
rendimiento. El rendimiento de las tres líneas, al funcionar simultánea¬ 
mente, es 1,5 veces mayor que el <1e la primera y segunda líneas al Lraba- 
iar juntas, La tarca de turno para la primera línea, la segunda, y la tercera 
líneas, trabajando conjuntamente, pueden cumplirla 4 h 48 min antes que 
la primera línea; esa misma Latea se cumple por la segunda línea 2 b más 
rápido que por la primera. Hallen el tiempo necesario para quo la primera 
línea cumpla la tarea do turno. 

580. Dos tractores aran una parcela dividida en dos partes iguales. Ambos 
tractores comenzaron a trabajar en su correspondiente parte al mismo 
tiempo. Lasadas 5 h después del momento cuando ellos, en conjunto, habían 
arado Jo mitad do toda Ja parcela, se aclaró que al primer tractor le queda 

1 2 

pororarj-^ de su parto y al segundo, -^-de la suya. ¿Cuáulo tiempo necesitará 

el segundo tractor para arar el campo? 

581. Tres excavadoras están ocupadas en la excavación de un foso. La diferen¬ 
cia entre los rendimientos de la primera y tercera excavadoras es 3 veces 
mayor que la diferencia entre los rendimientos de la tercera y segunda 

excavadora La primera excavadora realiza -jrde todo el trabajo, empleando 
para ello cierto tiempo. Igual intervalo de tiempo será necesario si, pri¬ 
mero, la segunda excavadora realiza de toda la tarea y, a continuación, 


la tercera excavadora r- del trabajo restante. ¿Cuántasveces es mayor el 

¿O 

rendimiento do la primera excavadora que el de Ja segunda? 

582. Un mismo trabajo puede ser realizado por tres brigadas. En el transcurso 
de cierto tiempo, la primera brigada realiza y de todo el trabajo. Ese misino 
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tiempo será preciso si, primero, lo tercera brigada hace -i de toda la tarea 

á 


y, a contiuunciún, la segunda brigada efectúa ^ del trabajo testante til 

rendimiento de la tercera brigada es igual a la semisuma de los rendimien¬ 
tos de ias brigadas primera y segunda. ?Cuánlas veces es mayor el rendi¬ 
miento de la segunda brigada que el de la tercera? 

583. Trabajando juntas, dos brigadas de estuquistas estucaron en 0 días un» casa 
do vivienda. En otra ocasión ellas estucaron uu club y realizaron un volumen 
de trabajo tres veces mayor que al trabajaren la vivienda. En id cloub pii- 
mcro tralajó la primera brigada y, después, fue sustituida por l.i segunda 
que acabó el trabajo, con la particularidad do que la primera brigada rea¬ 
lizó un trabajo dos veces mayor que la segunda. El club fue estucado por ella 
en 35 días. ¿En cuántos días podría haber estucado la primera brigada ia 
casa de vivienda, si sabemos que la segunda brigada hubiera invertido para 
ello mas de 14 días? 


584. Una compra consta de tres objetos: A, D,C. Si A fuera 5, ü, 2 y C',2,5 veces 
más barato, la compra costaría 8 rublos. Si el objeto A fuera ¿, II, 4 y C, 
3 veces más barato ,ul precio de k compra seria 12 rublos ¿Cuánto cuesta 
toda la compra y qué es más caro, /l o Ul 

585. Al mezclar una disolución ni 40% de ácido con una disolución al 10% do 
ácido, se obtuvieron 800 g do una disolución al 20% ¿Cuántos gramos de 
cada disolución fueron lomados con este objeto? 

58S. Tenemos 735 g de una disolución al 21,25% de yodo en alcohol. Hay que 
obtener una disolución de yodo al 10%. ¿Cuántos gramos de alcohol hay 
que añadir a la disolución que teníamos? 

587. Hay acero do dos marcas, una de las cuales contiene el 5% de níquel \ la 
otra, ell0%. ¿Cuántas toneladas de cada una do estas marcas de acero lia y 
que tomar para producir una aleación que contenga el 8% de níquel, si cu 
el segúntlu trozo hay 4 t más de níquel que en primero? 

588. En 500 kg do mineral hay cierta cantidad do hierro Después de extraer 
de la mena 200 (<g de impurezas, quo contenían, por término medio, id 
12,5 % de hierro, el porcentaje do hierro en el resto tic la mena aumentó 
el 20%. ¿Cuánto hierro quedo en Ja meua? 

58í). Uua mena conticue el 40% do impurezas, mientras quo el metal fundido 
de ella, el 4% do ellas. ¿Qué cantidad de metal se obtendrá de 24 t do 
la mena? 

590. De 40 t de mena se funden 20 t de metal con un contenido del 0% de impu¬ 
rezas. ¿Cuál es el por ciento de impurezas en la mena? 

591. Do 38 t de materia prima do segunda calidad, que contiene el 25% do 
impurezas, después de la tranforraación se producen 30 t de materia prima 
de primera calidad. ¿Cuál es el por ciento de impurezas en la materia 
prima do primera calidad? 

592. Los hongos frescos contienen el 00% do agua, los secos, ul 12%. ¿Cuántos 
hongos secos se obtienen de 88 kg de hongos frescos? 

593. Las abejas que transforman el néctar de las flores en miel, lo liberan de 
una considerable parte de agua. ¿Cuántos kilogramos de néctar han de 
transformar las abejas para obtener 1 kg de miel, si sabemos que el néctar 
contiene en 70% de agua y la miel que de é¡ se obtiene, el 17%? 

594. Dos aleaciones contienen dos metales. La primera aleación contiene los 
mótales en una razón do 1 : 2, la segunda, de 3 : 2. ¿En qué razón hay quo 
tomar partes de estas aleaciones, para obtener una nueva aleación coii uuu 
razón de los metales de 8:7? 

595. Hay dos disoluciones do un ácido de diforente concentración El volumen 
de una de las disoluciones es do 4 1, el «Jo la otra, 0 1. Si éstas se juntan, 
entonces obtenemos una disolución del ácido al 35%. Sin embargo, si se 
juntan iguales volúmenes do dichas disoluciones, obtenemos uua disolu- 
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ción fiel ácido al 3G%. ¿Cuántos litros de ácido contiene cada una do las 
disoluciones iniciales? 

596. 40 kg do una disolución do sal so ochavón en do3 recipientes de forma que 
en el segundo recipiente resultó haber 2 kg más de sal pura que en el pri¬ 
mero. Si añadimos al segundo recipiente 1 kg de sal, la cantidad de esta en 
él será dos veces mayor que en ef primer recipiente. Hallen la masa de la 
disolución contenida en el primor recipiente. 

597. Tenemos tres lingotes. La masa del primero es do 5 kg, la del segundo, 
de 3 kg y cada uno de ellos contiene el 30% de cobre. Si el primer lingote 
se funde junto con el tercero, obtenemos un lingote que contiene el 50% do 
cobre, mientras que ul fundir conjuntamente los lingotes segundo y tercero, 
soobtieno un lingote (pie contiene el 00%. Hallen la masa del tercer lingote 
y el porcentaje de cobre cu él. 

598. Hay dos lingotes do oro con plata. Ul porcentaje do oro en el primer lingote 
os 2,5 veces mayor (pie en el segundo. Si fundimos juntos ambos lingotes, 
se obtiene un lingote en el que habrá el 40% do oro. ¿Cuántas veces la 
masa del primer lingote es mayor míe la del segundo, si se conoce que ni 
fundir partes de igual masa de los lingotes primero y segundo se obtiene 
un lingote que contiene el 35% do oro? 

599. Una aleación de cobro y plata contiene 2 kg do cobre más que de plata. 

CJ 

Si añadimos a la aleación de la cantidad de plata quo ella contiene, el 
porcentaje de plata en la nueva aleación será iguala! porcentaje do cobro 
en la aleación inicial. Hallen la masa do ésta. 

690. Hay que tomar varios litros de un líquido a la temperatura n° y otra canti¬ 
dad de ese mismo líquido, poro a Ja temperatura ¿>°, para obtener la tempe¬ 
ratura c° de la mezcla. No obstante, del segundo líquido so tomó tanto como 
se suponía tomar dol primero y viceversa. ¿Qué temperatura de la mezcla 
so obtuvo? 

GUI. Un recipiente de 12 1 de capacidad osla lleno de un ácido. De, él so vierto 
cierta cantidad de ácido ni segundo recipiente do la misma capacidad 
y éste so rellena do agua. A continuación, el primer recipienlo se llena 
con la mezcla del segundo. Después de oslo, dol primor recinientc so ceban 
4 1 ai secundo, tras lo cual en ambos recipientes la cantidad de ácido puro 
(en las disoluciones) resulta ser igual. ¿Cuanto ácido fuo vertido inicialincn- 
to del primor recipienlo al segundo? 

G02. En uu recipiente con agua se echaron G 1 de una disolución de alcohol al 
04% y, a continuación, tras realizar el mezclado completo, so vertieron 6 1 
do la disolución obtenida. Semejante operación se efectúa 3 veces. ¿Qué 
cantidad de agua había iuioialmcnle en el recipiente, si la concentración 
definitiva del alcohol Se hizo igual al 37%? 

003. Un trozo de G kg de masa de una aleación contiene cobre. El trozo de otra 
aleación de 8 kg de masa contiene cobre en un proccntajo dos veces menor 
que cu el primor trozo. De este se ha cortado cierta parto y dol segundo 
trozo se corta una parle que por su masa es dos veces mayor que la cortada 
de primer trozo. Cada una de estas parles se funden con el resto del otro 
trozo, después de lo cual se obtuvieron dos nuevas aleaciones con igual 
porcentaje do cobre. ¿Cuál es la masa de cada una de las partes cortadas 
inicinlmento do os trozos? , . 

G94. Do un recipiente lleno de glicerina se han vellido 2 1 de esta y u la glleerí¬ 
an restante añadieron 2 1 do agua. Después dol mezclado se sacaron 2 l de la 
mezcla y añadieron 2 1 de agua. Por fin, so realizó de nuevo la agitación do 
la mezcla y de ella se sacaron 2 y añadieron 2 1 de agua. Como resultado 
de estas operaciones el volumen do agua en ei recipiente es 3 1 mayor que el 
volumen de glicerina que en él queda. ¿Cuántos litros de glicerina y do 
agua quedaron en el recipiente a consecuencia do la operaciones realizadas? 

6U5. De dos depósitos uno esta lleno de glicerina y el segundo, de agua. So loman 
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dos cucharones de tres litros. Con el primer cucharón se s.k.i d , onii uido 
del primer depósito y, con el segundo, el contenido riel segundo depósito, 
después do lo cual c¡ primer cucharón se vierte al segundo depósito y el 
segundo cucharón, al primer depósito. A continuación, tras realizar el 
mezclado, esta operación se realizó una vez inás y, como resultado, la 
glicerioa pura ocupó la mitad del primer depósito. Hallen los volúmenes 
de los depósitos, si se conoce que su volumen sumario es 10 veces mayor 
que el del primer depósito. 

600. Después de fundir dos trozos de arrabio do igual maso con diferente 
contenido de cromo, fue obtenida una aleación que contenía 12 l<g de cromo. 
Si lo masa del primer trozo hubiera sido dos veces mayor, en la aleación 
habría 10 kg de cromo. Se sabe que el contenido do cromo un el primer 
trozo era el 5% menor que en el segundo. Hallen el porcentaje de cromo 
en cada uno do los trozos de arrabio. 

607. Tenemos tres aleaciones. La primera contieno el 6>t% de aluminio, el 15% 
de cobre y el 25% de magnesio, la segunda, el 3"% de cubre y el 7<i% 
de magnesio, la tercera, el 45% de aluminio y el 55% «le magnesio. Es 
preciso producir de ellas una aleación con un contenido del t¡n% de cobre 
¿Qué porcentaje mínimo y máximo do aluminio puede haber en la nueva 
aleación? 

GU8. Tenemos lies aleaciones. La primera aleación contiene el 45% de estaño y 
el 55% do plomo, la segunda el IU% de bismuto, el 4')% de estaño \ el 
5<»% de plomo, la tercera, el 3n% .le bismuto y el '•'% de plomo. Es 
necesario elaborar de ellas una nueva aleación que con tenga el 15 % de 
bismuto. ¿Qué porcentaje míuinio y máximo de plomo puede haber en ia 
nueva aleación? 

§ 12. Ecuaciones irracionales 

Llevan el nombre do irracionales aquellas ecuaciones en las que 
la variable so tmcuunlra bajo el signo dol radical o bien bajo el 
signo tle elevación a una potencia fraccionaria. Semejantes ecua¬ 
ciones se conshlerun sobro el campo de los números reales. Al resol¬ 
ver las ecuaciones irracionales se Itacc uso do dos métodos funda¬ 
mentales: 1) elevación de ambos miembros de la ecuación a tina 
misma potencia; 2) introducción de nuevas variables (auxiliares). 
Pero, en ciertas ocasiones, es preciso emplear, asimismo, procedi¬ 
mientos artificiales de resolución de las ecuaciones irracionales. Al 
elevar ambos miembros de la ecuación a una misma potencia, hay 
que tener en cuenta que si n es un número impar, las ecuaciones 
/ (*) = S {*) y (/ ( x))) n = ( g (x)) M son equivalentes; si n es un número 
par, la ecuación (/ (x)) n = (g (x))" es la consecuencia de la ecuación 
/ (*) = S ( x )> es decir, al pasar de la ecuación / (x) = g (x) a la 
(/ (x)) n = (g (x))” pueden surgir raíces extrañas. P.cj., I.t ecuación 
x — 1 =3 tiene una raíz x = 4, mientras que la ecuación (,r — I )- 
= 3' 1 licito dos raíces: x¡ = 4, x 2 = —2, una do las cuales (pm isa- 
menlc x — —2) es extraña para la ecuación x — l = 3 

Al resolver ecuaciones irracionales, con frecuencia se emplea la 
fórmula (Yf (*))" = / (x), cuyo empleo cuando n es par puede con¬ 
ducir a la ampliación del campo de definición de la ecuación (para 
{vm n con n par es natural la acotación / (x) ~¿&Q, mientras que 
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al SusliUur {"/ J (x)) a por / (x), dicha acolación ú esapmece). 

L’oi 1 oslas (y oirás) causas, al resolver ecuaciones irracionales, en 
la mayoría «le los casos, es necesaria la comprobación de las resolu¬ 
ciones halladas. En función del tipo de las resoluciones óblemelas 
(simples o complejas), así como en dependencia del procedimiento 
de resolución de la ecuación, puede ser elegido uno u olro procedi¬ 
miento do verificación. 

1. Resolución tic ecuaciones irracionales según el método de eleva¬ 
ción de ambos miembros de la ecuación a la misma potencia. 
EJEMPLO i Resolvamos la ecuación 

yT- T+/2lTü = o. (i) 

solución Elevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado: 
x —1 + 2 [/ (x — i) (2x + 6) 4- 2x -H G = 36 

y, a continuación, 2 |/ 2x 2 + 4x— (5-= — 3H- 31. 

Después de elevar al cuadrado la úllima ecuación, obtenemos: 

8x s -f 10r — 24 = y* 5 — 18üx + %1 

y, seguidanienlc, o. 2 —202x +1)85 — 0, de donde i' l ==5, j 2 = UJ7. 

verificación Las raíces hallarlas son fácil de unificar poniéndolas 
d¡reclámenle en la ecuación (I). 

1) Y^i+ /2x t -|-ü — y^\- 1- /2l) +6 = G. Así, pues, 

x, = 5 es la raíz de la ecuación prefijada, _ 

2) \ r x^\ -I- V'2x 2 + ü = / 197 - i + V 2 - l‘J7 + 0 ¥= 0, es decir, 
ar 2 = 197 es una raíz extraña. De modo, sólo x = 5 es la raíz de la 
ocuación dada. 

ejemplo 2 Resolvamos la ecuación 

Yx 2 + x- 5 + /x 2 +8x^4 = 5. (2) 

solución. Transforraemos la ecuación (2) a la forma 
x * + x _"5 ^ 5- Yx 1 + 8x —4 

y elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 

x 2 + x — 5 = 25 -10 >V~+8x- 4 + x* -f 8x - 4. 
Separemos la raíz y reduzcamos los términos scmejanlcs: 

10 /x 2 + 8x-4 = 7.r + 26, 

elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (3): 

100 (x' -f 8x — 4) = (7x -f 2Ü) Z o bien 
5lx 2 4- 436x — 1076 = 0. 


(3) 
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53 g 

De esta última ecuación hallamos: x, = 2, x 2 =—•. 

verificación La primera de los raíces hallados es fácil de veri¬ 
ficar poniéndola en la ecuación inicial. Semejante prueba muestra 
que x 1 — 2 es la raíz de la ecuación (2). El intento de comprobar de 
esle mismo modo la segunda raíz conduce a laboriosos cálculos, l’eio 

podemos operar de otra manera. Aclaremos si x, = — ^ es la 

resolución de la ecuación (3). Notamos que con esto valor el primer 
miembro de (3) es positivo y el segundo, negativo. O sea, *„ = 
533 " 

“ —-jjy no es la raíz de la ecuación (3). Pero ésta es el corolario 

de la ecuación (2), entonces, aún menos, x 2 no es la raíz de (2). Así, 
pues, la raíz de la ecuación (2) es x = 2. 

ejemplos. Resolvámosla ecuación Y x +1 — 3 /2x — 6 2. 

solución. Después de separar 3 /2x —6, obtenemos: ¡ r 2x —G = 

= Yx^fT—2. 

Elevamos ambos miembros de esta ecuación al cubo: 

2x-G = (x-f-l) ■/x+1 -6 (x+ 1) -f 12 /¿+T-8. 

Después do reducir los términos somojanlcs y separar la raíz, 
obtenemos la ecuación (i + 13) Yx + 1 = 8 (x + 1), de donde 
(x -f 13) 5 (x + 1) — G4 (x -J- l) 2 y, seguidamente, (i -¡-1) < 
X <(x 13) J — 04 (x + 1)) =0, o bien (x + 1) (x J - 33x + 105) = 

Así, pues, el problema se reduce a la resolución del conjunto: 

x +1 = 0; i* _ 38x + 105 = 0, 

de donde hallamos x x = — 1, x 2 — 3, x, — 35. 

verificación. Poniendo los valores bailados de z en la ecuación 
dada nos cercioramos de que lodos ellos son sus raíces. 
ejemplo 4. Resolvamos la ecuación 

V x + Y 2x^3 = y\ 2(*-l). (4) 

solución. Elevemos al cubo ambos miembros de la ecuación (i), 
haciendo uso de la fórmula del cubo de la suma de dos números li¬ 
geramente variada, o sea de la fórmula (a ó)* = u 3 -|- b 3 
+ 3 ab (a 4- b). Obtenemos: 

X+2.C-3 + 3 Y x~(2x — 3) (x + Y 2 x — .!= 12(z- 1). (5) 

6-02114 
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Empleando la ecuación (4), sustituyamos la expresión y / x 

-\- 3 /2x — 3 por la expresión 3 /l2 (x— 1). Ob tenemos: 

3* - 3 +■ 3 Y x (2*- 3) Y 12 (* —1) = 12 (x—1) (0) 

o bien 3) I2(x —l) = 3(x —1). 

Elevemos al cubo ambos miembros de la última ecuación: 

12* (2* — 3) (x — 1) = 27 (x — l) 3 , 

y, a continuación, (x — 1) (4x (2x — 3) — 9 (x — l) 2 ) =* 0, de 
donde hallamos: x, = 1, x 2 , 8 = 3. 

verificación. Poniendo los valores hallados de x en la ecuación 
(4) nos cercioramos que ellos la satisfacen. 

ODSimv ación. Como al resolver )n ecuación (4) empleamos la elevación «le 
ambos miembros «lo la ecuación al cubo y, como sabemos, la olovnción a una 
potencia impar no viola la equivalencia Je la ecuación, al parecer las solucio¬ 
nes halladas pueden no sor probadas. Pero la cosa no os a sí. Al pasar do la 
ecuación (5) a la (0) sustituimos la expresión Y* + >/2x— 3 por VÍ2 (x —1). 
Está claro, quo toda raíz, de la ecuación (5) os, asimismo, raíz de la (6), mien¬ 
tras quo lo inverso, por regla, no os cierto. Esto significa, <iue la ecuación (0) 
es el corolario do la (5), por lo que la prueba os necesaria. El siguiente ejemplo 
confirma esta idea. 

ejemplo s. Resolvamos la ecuación Y2x — l+^x —1 = 1. 
solución. Conscculivilmente tenemos: 

( 2x -1) + (x- 1) + 3 V (2x— 1) (x- 1) ( 3 /2^ + 3 /i~)»1, 

3 Y (2x — 1) (x — 1) = 3 —3x, (2x — 1) (x— 1) = (1 — x) 3 , 

• ‘ (x-1) ((2x-l) + (x —l) 2 )--=0, de donde x 4 -l, x 3-3 = 0. 

v edificación. Poniendo los valores hallados de x en la ecuación 
dada nos cercioramos do que el valor x 2 = 0 no satisface la ecuación. 
La ecuación inicial tiene una sola raíz x = 1. 

2. Método de introducción de nuevas variables. 
ejemplo 6. Resolvamos la ecuación 

x 2 +3 — ]/2x 2 — 3x+2=l,5(x + 4). (7) 

solución. La separación do la raíz y la elevación al cuadrado do 
ambos miembros de la ecuación (7) nos conduciria a una voluminosa 
ecuación. Pero si observamos con atención la ecuación (7), podre¬ 
mos advertir que ella se reduce con facilidad a la forma cuadrática. 
En efecto, al multiplicar ambos miembros de la ecuación por 2, 
obtenemos: 


2x 2 -{-C — 2 y 2x 2 — 3x + 2 = 3x +12 
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y, a continuación, 

2x 2 - 3x+2- 2/2** — 3x + 2 — 8 = 0. 

Haciendo y =]/2x 2 — 3a; -|- 2, obtenemos: y 2 — 2y — 8 = 0, 
de donde y¡ =4 , y 2 = —2. O sea, la ecuación (7) es equivalento al 
siguiente conjunto de ecuaciones: 

|/2x 2 -3x + 2 = 4; y'2x 2 -3x+2- -2 

De la primera ecuación de este conjunto, hallamos: x v — -J-, x 2 = 

= —2. La segunda ecuación no tiene raíces. 

verificación. Como la ecuación (7) es equivalente a la ecuación 
Y 2x 2 — 3x + 2 = 4 (yn que la segunda ecuación del conjunto no 
tenia soluciones), los valores hallados pueden verificarse sustitu¬ 
yéndolos en la ecuación Y 2x 3 — 3* + 2 = 4. Esta operación 
muestra que ambos valores de xson la raíces de la indicada ecuación 
y, por lo tanto, de la (7). 

ejemplo 7. Resolvamos la ecuación 

2x_5-f2/x 2 ^üx + 2‘|/x^5-l-2/x = 48. (8) 

solución. El campo de definición de la ecuación es x>. 5. Con 
esta condición, tonomos x^ 0 y i-5>0, por lo quo 

y x ¿ —5x = y x (x—5) = Yx yzzr. 

Como 2x — x + x, podemos recscnbir la ecuación (8) «lo la si¬ 
guiente forma: 

* + *-5 + 2 1/x \/^l+2 yí=3 + 2y*-48=- 0 
o bien (Y'x)* + 2y;y 1=5 + (yÍT5)* + 2(y¿=5+yx)-4S=0, 
es dicir, (/ x — 5+ Y x ) 2 + 2 x — 5 + y'x) — 48 = 0. 

Haciendo y — Y * — 5 + Yx obtenemos la ecuación cuadrática 
y- + 2 y —48 = 0, de la quo hallamos: y, = 6, y 2 = —8. Así, 
pues, el problema se redujo a la resolución del conjunto do ecuacio¬ 
nes: 

Yx — 5 + y x = 6; y x — 5 + yx = — 8. 

De la primera ecuación del conjunto hallamos x= 
la segunda ecuación dul conjunto no tiene soluciones. 

verificación. Es fácil mostrar que x— es la raíz de 


8* 
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ecuación Y x — x = ü. Poro osla ecuación es equivalonlc a la 
ecuación (8), por lo que x = ps lambicn la raíz do la ecua¬ 

ción (8). 

A veces, al resolver ecuaciones irracionales es cómodo introducir 
dos nuevas variables auxiliares. 
ejemplo 8. Rosolvamos la ecuación 

yr^+yjsr~x=2. (9> 

fu=yi—x 

solución, Hagamos < , __ 

Iu = 4 /15 + x. 

Entonces, la ecuación (9) toma la forma u v — 2. Pero con el 
fin de hallar los valores de las nuevas variables, es insuficiente te¬ 
ner una ecuación. Elevando a la cuarta potencia ambos miembros de 

las dos ecuaciones del sistema, obtenemos: (u* = 1 —-x 

ti/ = 15 + x. 

Su momos las ecuaciones del sistema: u* -f- v* = 1G. 

Así, pues, para hallar u, v tenemos el siguiente sistema simétri¬ 
co de ecuaciones: 


I u 4- v — 2 
í u* -p v* — ll». 

Después de resolverlo (véase la pág. 79), hallarnos (limitándonos 
a las soluciones reales): 


í« , = 0 l ií.¡ = 2 

U=2 : |u 4 — 0. 

El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de siste¬ 
mas de ecuaciones: . _ 

rV'T^-o 2 

t 4 /fhTx = 2’ 1 < /T5 + x=0. 

Resolviendo este conjunto, hallamos: x, =1, x 2 = —15. 

la veiiubicación (su realización se efectúa con la mayor facilidad 
poniendo los valores hallados en la ecuación inicial) nos persuade que 
los dos valores hallados de x son las raíces de la ecuación inicial. 
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observación. Este procedimiento puede también ser utilizado al resolver 
al gunas de las ecuacio nes analizarlas más arriba. I*, rj., al resolver la ecuación 
\fx H- 1 — y ¡i r —0 = 2 (véase el ejemplo 3, pág. 113), se puede hacer 

/ 11 y, entonces, llegaríamos al sistema de ecuaciones, 

y 2x + 0 

( u — u = 2 
\ 2u* — u 3 = 8. 

ejemplo o. Resolvamos la ecuación 

_ Vx*±W + x — y ( |0) 


solución. Haciendo 




+ 28 J + r 


l W /*y**+ 28 2 —*» 

llegamos a la ecuación u — v = 3. Multipliquemos entro si los 
segundos miembros do las ecuaciones del sistema (11): 

- }/ V*' + W + ‘ { y J + = 

= V (Y x 2 -f-28 3 ) 2 —"x* = 28. 

El resultado obtenido conduce a otra ecuación con relación a las 
nuevas variables: uv = 28. Habiendo resuelto el sistema fu — u = 3 

\u-v = 28, 

hallamos: 

I M i — ? í«,= -4 

U = 4' —7. 

Asi, pues, llegamos a un conjunto de sistemas de ecuaciones. 
De él sólo escribamos el sistoina que corresponde a los valores posi¬ 
tivos de y v¡ (el sistema que corresponde a los valores negativos 
de u 2 , u 2 , de antemano no tiene soluciones, por lo que es omitido): 

í/ZEÜHE+Z _ 7 

J (12) 

V x y a: 2 + 28* — x 1 = 4. 
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Resolvamos la segunda ecuación del sistema (12). Elevemos al 

cuadrado sus ambos m iembros: x Y x- -|- 28 2 — x 2 = 16 y, a conti¬ 
nuación t 


xYx 2 + 28 ¿ ^3?+ 16. (13) 

Ahora, olovomos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(13): 

x 2 (x 4 + 28 4 ) = (x 4 + 16) 2 (14) 


y, más adelanto, 752x 2 — 256 = 0. 

Do osla última ecuación hallamos: x. — — , x, = — ^ \Y‘ . 

vinificación. Está claro que x 2 no satisface la ecuación (13) y, 
por lo tanto, asimismo, la segunda ecuación del sistema (12). Pro¬ 
bemos x t . Como con x > 0 las ecuaciones (14), (13)_y la segunda ecua¬ 
ción dol sistema (12) son equivalentes, x = es 1° solución 

de la segundn ecuación del sistema (12). Ahora, debemos cerciorar¬ 
nos que el valor hallado do x t satisface también la primera ecuación 
del sistema (12) (sólo en este caso podemos considerar este valor co¬ 
mo solución del sistema (12)). Reduzcamos dicha ecuación a la equi¬ 
valente, pero más sencilla. Tenemos: 

]/ =7> y X 2 + 28 2 + x = 49x, }/F+28 2 = 4 Sx, 

z 2 -f 28 2 - 48 2 x 2 , (48 2 - i) x 2 = 28 2 , 
de donde, x 2 =4^- . 

El valor de x, satisface la última ecuación y, simultáneamente, 
la primera ecuación del sistema (12). 

Así, pues, x = 4 es la solución del sistema (12) y, por consi¬ 
guiente, do la ecuación (10). 

kjbmi'Lo ío. Resolvamos la ecuación 


y (x—2) (x — 32)— 4 /(x —1) (x —33) = 1. (15) 

solución. Hagamos 

ju=Y(x—2) (x—32) 

\v — V (* — 1 ) (* — 33 ). 

Entonces la ecuación (15) toma la forma: u — v = 1. Para obtener 
la segunda ecuación con relación a las nuevas variables u, v 
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elevamos a la quinta potencia ambos miembros de la primera ecua¬ 
ción del sistema (16) y la segunda, a la cuarta potencia. Obtenemos: 

I u s = x 1 — 34x -\- 64 

j y‘ = x 2 — 34x 4- 33, 

de donde u 8 — v* = 31. Asi, pues, para hallar u, v tenemos ol si¬ 
guiente sistema de ecuaciones: 

tu — y = l lV = U-r2'l 

|u s —y 4 = 31 ° blcn (u>—(u—1)<-31, 

de donde 

jv = u — t 

lu s -u« + 4u3—6u 2 + 4u-32 = 0. (17) 


De la segunda ecuación del sistema (17) hallamos u l = 2. Des¬ 
pués de dividir el polinomio u 8 — u 4 4- 4u a — Gu* 4- 4 a — 32 
por el binomio u — 2, en el cociente obtenemos u. 4 -f u 3 4- Üu a + 
+ 6u + 16. 

Así, pues, ol sisloma (17) es oquivalenlo ni conjunto de siste¬ 
mas: 

ív = u—t fy = u — 1 

(u —2 = 0; U‘4-n 3 4-6u 2 -f6u4- 1G = 0 

Del primer sistema bailamos: «j = 2, y, = 1. 

El segundo sistema es más complicado. Durante su resolución 
hay que tener en cuenta lo siguiente. Corno *\' (x — 1) (x— 33) —v, 
entonces u^O. 

Ya que u — y = l, u = v4 1 y, por consiguiente, u¡$¡ 1. 
Está claro que la ecuación 

n 4 4- “ 3 + 6u* 4* 6u 4- 16 = 0 

no tiene soluciones que satisfagan la desigualdad 1. 

Así, pues ÍUj **■ 2 es la única solución dol sistema (17) 

\v! = 1 

y sólo nos queda resolver el siguiente sistema: 

(*/(*-2)(x-32) = 2 

\V (x—1) (x — 33) = 1. 


Tenemos: f 5 /x 2 —34x + 64 = 2 
\ 4 /x a -34x 4-33 = 1. 
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Hagamos y = a- 4 — 34a; + 33, entonces el sistema adquiere la 
forma: 

íy¡7+3T = 2 

tví-i. 

De este sistema hallamos: y = 1. Entonces, x 2 — 34 x -j- 33 = 1, 
de donde x,. 2 —17 ± 257. 

verificación. Al analizar las transformaciones realizadas en di¬ 
versas etapas de la resolución (todas ellas son equivalentes, de lo 
quo pueden cerciorarse por su cuenta), llegamos a la conclusión de 
quo los valores hallados de x son las raíces de la ecuación (15). 

3. ¡Métodos artificiales para resolver ecuaciones irracionales. 

fjismplo tu. Resolvamos la ecuación 

V' 2x- + 3x + 5 + V 2x 2 - 3x + 5 = 3x. (18) 

solución Multipliquemos ambos miembros de la ecuación pol¬ 
la ovpresión <p (x) ~ Y2x*+ 3x + 5 — V 2x*— 3x-f 5, conjugada a 
la expresión |/2x“ + 3x + 5 + /2x 2 — 3x-f-5). 

C omo ()/ 2 x 2 + 3x + 5 + V a 2x 2 - 3x + 5) • (y'2x 2 + 3x + 5 — 

— V 2x 2 — 3x + 5) = (2x 2 -|- 3x -j- 5) — (2x 2 — 3x -f- 5) = 6x, la ecua¬ 
ción (18) toma la forma: 

6x = 3x ( y' '¿x l f 3x -J- 5 — |/ 2x 2 —3x-¡-5) 

o bien x (j/ 2x l -\- 3x -f- 5 — 2x z — 3x-|- 5— 2) = 0. (19) 

Es fácil notar que x, = 0 es una do las raíces de la ecuación (19). 
Nos queda por resolver la ecuación 

y 2x 2 -h 3x 4- 5 — y 2x 2 — 3x -f 5 = 2. ' (20) 

Después de sumar las ecuaciones (18) y (20), llegaremos a la ecua¬ 
ción corolario 

2 |/2x 2 +3x+5 = 3x + 2. (21) 

Resolviendo la ecuación (21) según el método de elevación al 
cuadrado, obtenemos: 8x a -f- 12x + 20 = 9x 2 •+ 12x -f 4 y, segui¬ 
damente, x 2 = 1G, de donde x a = 4, x 3 = —4. 

verificación. Poniendo, una tras otra, en la ecuación (18) los 
valores hallados x t = 0, x 2 = 4, x 3 = —4, nos cercioramos de que 
dicha ecuación sólo se satisface con el valor x 2 = 4. Así, pues, 
x — 4 es la única raíz de la ecuación (18). 

ejemplo 12. Resolvamos la ecuación 


y x— i y 2 y 3x + 2 = 4 + y 3 


x. 


( 22 ) 
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solución. En el caso dado, ninguno de los procedimientos indica¬ 
dos más arriba proporciona exitoso resultado. Intentemos bailar, 
según el método de pruobas, alguna solución de la ecuación. El cam¬ 
po de definición do ésta se prefija con el sistema de desigualdades: 

í'í -1 de donde obtenemos: 1 < 3. Es decir, la solución 

i d —x > u 


debe ser buscada sólo en este in¬ 
tervalo. Probando ios valores ente¬ 
ros de x en ese intervalo, baila¬ 
mos que x = 2 es la raíz de la ecua¬ 
ción dada. Si, ahora, demostramos 
que la ecuación inicial no tiene 
otras raíces, de este modo la solu¬ 
ción do la ecuación será terminada. 

En el segmento íl; 3] ia fun- 
ción / (x) =* Yx — 1 + 2 3 / 3x + 2 
es creciente, mientras que la fun¬ 
ción g (x) = 4 + Y3 — x, decre¬ 
ciente. Poro, oti este caso, si la 



ecuación / (x) — g (x) tiene raíz, ésta, será sólo una (íig. -i). Asi, 
pues, x = 2 es la única raíz de la ecuación (22). 

4. Sistemas de ecuaciones irracionales. 
ejemplo 13 . Resolvamos el sistema de ecuaciones 


3 *~ ■ ,/ 2i _ r, 
2z + V 3x-2 

L4í/ 2 —1 ==3i / (x- 1). 


(23) 


solución. Hagamos u= j/ — g”'- Entonces, lapiimmu iriu- 

ción del sistema toma la forma: u-\-~-=2, de donde hallamos: 
u = 1. 

De esta forma, la solución del sistema (23) se reduce a resolver 
el siguiente sistema: 


3x —2 y 


= 1 


(24) 

l4y 2 —1 — 3¡/ (x— 1). 

Elevando al cuadrado ambos miembros do la priinera'ecuación\lel 
sistema (24) y eliminando el denominador, hallamos el sistema: 

i3x—2y = 2x 

14 y z — 1 = 3y (x — 1), 1 


rx, = 2 íx z = l 

del que obtenemos: \ „ * '< \ ■ 1 

p*- 1 \y*=-T- 
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verificación. El sistema (23) es equivalente al (24). Como ambos 
miembros do la primera ecuación del sistema (24) no son negativos, 
entonces con x ^ 0 el sistema (24) es equivalente al (25). De este 
modo, las soluciones del sistema (25) también lo son dol (23). Así, 

pues, las soluciones del sistema (23) son los pares (2; 1) y (1; ~). 

ejemplo u. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


2]/x — y+ + 2 y = 4 
V(x-,j)*(x + 2yf = 2. 


ju— \ r x — y 

ju = /x + 2 y 


obtenemos el sistema 


solución. Haciendo 
¡ 2u -f v = 4 

\ n del cual hallamos: u = l, v — 2. 

\ uv = 2, 

Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 


tfx — y-i fx-y=l 

/x+2y = 2 U+2y=16, 

de donde x = G, y — 5. 

Es fácil comprobar que la solución hallada del último sistema es 
también la del sistema inicial. Así, pues, el par (6; 5) es la solución 
del sistema dado do ecuaciones. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes ecuaciones: 

G09. \ r z^l+]"T^x = 3. CIO. Vx+i-V 9 —x= /2x — 12. 
011. V r ^T54-KÍ2XT25. 

012. /X — v'x + l + /r+ 9 - V 1+4 = 

013. yS+TEi+i—+<. C14. (i+ *■)/!+£-**-*. 

015. /x’ + l-f /x 1 —8=3. 010. 1— x = /l- /4x* — 7i?. 
017. Vi — /x« —** = x —1. 618. V 7+yV‘-i-7 = 3. 

01Ü. Vb + V x + Y i - J-l = Y~x. 

020. /3**—2x+15+ /3**—2*+8=7. 

021. /3**+5*+8- /3x* + 5*+1 = i. 

022. )V-3* + 3 + /* , -3x~+6 = 3. 

023. i--\-\ r ^T2b=22. 02'.. /*3 + 8 + Yx* + 8 = 6. 

025. V x f z—) x \ r ~x -50. 
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«• «■ vm+y&í-- 


C2fi . V "—+Y —L— = 2. «27. j, 

628. i /x 2 +15—/xj x*+ 15 = 2. 

020. i 2 — 4x—6 = /2x 2 -8x + 12. 

030. (x + 4)(x + l)-3/x 2 + 5*-1-2=0. 

031. /* 2 -3r+5 + x 2 =3x+7. 

032. x 2 —3x —5 /to 2 +í-2 = 2,75 —y- x. 


033. i + V* — 2 = 0. 

034. a-4Í/**+V^x4-6=»0. 635. 4x-3 }+-1 =0. 

036. *«•—** —2 Vi»+ 2-0. 

037. /x»+x+4+/x*+x + t = /2x*+2x+». 

038. /x^+x + 7 + Y x*+x+2 = Y 3x 2 +3x + 10. 

039. ]/x + 2/J^T + V'x-2 V^7 = x-1. 

040. /¿*+x-fI=1. 

041. /x+8+2 /x + 7 + Vx + l —/x + 7 = 4. 

042. V.T-2+V2Í=5-l- l/x + 2+3 \ r ‘JT^S^~ Y 2- 
043. */2x (4x*+3) — 1 — 12x* +x = *>-11. 

044. Y **—4x+3+ / — X a +3x—2 = Y 

045. /** — x— 1+ /x* + x+3 = /2x 2 + 8 (hallen las soluciones posilhas). 
040. V¿*+5—2+ {/"x ! + 2x—3=/x 2 —3r + 2. 

047. /x + 24 + /l2-x = 6. 

(¡48. i~ )/*-4="- 


049. Vi+2_^3*+2»0. 050. /; + /Í^T=l. 

051. — /x^i. 652. r x+7 + /28^x = 5. 

053. ’/¿53í+ VI*+T8 = 5. 

054. */* +1 + /í+2 + i'í+3 = 0. 

055. J/í+J x— 

050. y 9- Y *+1 + ^7 + /x+1 = 4. 

057. 3 /54+ /*+»/ 54-/i= y'18. 

058. /78 + y 24+/;-V84- 3 /3"-/i-0. 

059. "j/" —^-“+ ]/"—= /§• 000. /x» + x*-I + /**+x* + 2 = 3. 
001. x j'35—x* (x+ /35 +x 3 ) =3i. 

002. x + /l7--x* + x /17—x* = 9. 

063. í i^2+v 6^i= /2- 664. i 7f+x+ í/2l^x—5. 
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(¡ü5. 
G(5G. 
6Ü7. 
GG8. 

669. 

070. 

071 

«72. 

G73. 

074. 

073, 

C7G. 

077. 

«78, 


«/ 


— i « -■ 

-x+, 1 = 0. 


y 97 • 

V~X+ y r i~—2 [-2 í' / "(0 — x) (r — 2) = 2. 
Í33^+Íi=3 


' (x — 2) i> — 32) — f (_r — 1) (jt — 33) = 1. 


1/ 


l'x- + GG 1 -(-z 


-V*/ 


x*-f 06— x 2 = 5. 


4 (/l + t-l) (| l-x+l) = *. 
x + V x-|- Y*T$ + P x*+ 2x = 3. 

1 'x 3 -4.r 2 + jr+154- Y x J —4x a —,t+ 13 = x+l. 

\ r (x—l) (x— 2) + |'(x—3) (*—4) - 1'2. 


079. 


081. 


082. 


C83. 


G84. 


085. 


CSC. 


688. 


4 —4x-| x*+, 49 + 14x+* s = 3+?'l4-5*-x*. 
/x-l + /ÍT^-Í 2 /(r — 1) (x-f-3) = 4 — lx. 
y r 2x -1 3 + -1-1 = 3x -p 2 Y 2x‘ + 5x-t-3 — 10. 

j TT44 _ j+/ - ? _t- o _g 

v' x+ ^H"7-l-2 r'ÍH-7x = 35-2x. 

Resuelvan les siguientes sistemas (le ecuaciones: 

/Wf- OSO. í /?-/?-! 


'/ 080. 
I’ 1 5x -f ¡) -[■ Y&X — u = 4. 

Íi/M- p'3y*-iH-3=4* + 5 
la.-2,_ 0 . 

I 5j''x-2y |-3í' x-| //= 13 
l 3 | x—2¡/ — 4 ¡ í+j = 2. 

I2x + ¡/ i ^x -j- i/ _81 

V ' í ~ 2x 182 


x — ij — 5. 


2x ■ 


? 2x—y _l_ 

2x 132 ’ 

V / ‘2x—11 — / 37+7^9 = 3 
{ '2x — y-\- I1 + ; 3.T-1-V — 9 = 3. 

I Y x + y-(-J p = C 

I v'tx-byplx —y) J = 8. 

{«87. jFri-TT-r 

\xMyM-xy^84. 1*^ = 9. 

í/s + yl'j= li ( 3 g 9 _ í v i+i''í = 3 
x i y + !/ í x = 2". I ry = 8. 


{ 
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090. 

091. 

092. 

093. 

« u. 

095. 

096. 

G9S. 

099. 


1 


r x + Vy = 3 
i ?' i 1 —j/rj/ + ] r/ i = 3. 

s’+x */*»*= 8" 

, !/ a +y v'**í=5. 

K 4 5 - 2 

, /*+v+l + V r * — ¡f+l" = 5. 

Y*+Yi+ i=i 

/* + !+/?-!. 

jX ~ = /*+» + /*—v 


/ 


IGi 

5y 




697. 


/ y / * + 2y+* / ‘x —y-f 2 = 3 
l 2.r + ¡/ = 7. 

í /*+V r í+1 / *-/í = 2 
l Kí/+ Yx—Vy—Yi=i. 

Yx + y-\-Y H r í = 3 

+ ,.5 

^z + x + J / ’x + y = 4. 

/h- /rp.=o 
2/iT=4-/j;-4J^i+4*= —12 
*+!/ + * = 


700. < 


.14, 

§/" 4.r + y—3z + 7 = 2 
? '2 j,-}-5x+í+25,5 = 3 

/Í+Í-/5-H. 


Y*v-rYi/*= f J 
Y y- + Y *■*=5 

V”" TZ -f Y r 'J = 


§ 13. Ecuaciones exponenciales 

AI resolver7ecuaciones exponenciales se emplean dos métodos 
fundamentales: 1) paso de la ecuación a 1 (,) = a* txi a la ecuación 
/ (j) =s g (a:); 2) introducción de nuevas variables. En ocasiones, es 
preciso aplicar procedimientos artificiales. 

1. Ecuaciones exponenciales. Examinemos las ecuaciones del ti¬ 
po a ,(x) = donde (i>0y«itl y aquellas que se reducen a 
ellas. La resolución de semejantes ecuaciones so basa en el siguiente 
teorema. 
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teorema. Si a> 0 y n^l, la ecuación a 1 lx) = a g(: '> es equivalente 
a la ecuación / (x) == g (x). 

ejemplo i. Resolvamos la ecuación 2''~ 2x — 2 3 -'' 0 . 
solución La ecuación darla es equivalente a x 2 — 2x = 3x — O 
y, por lo tanto, las raíces de la última ecuación x t = 2, x 2 = 3 son 
también las raíces de la ecuación inicial. 

ejemplo 2 Resolvamos la icuación — : —=— — 5■0,04* _l . 

15 

solución. Reduzcamos todos los expolíenles a una misma baso, 
p. ej., a la base 5: 

50.5-*.5-o.*«5.(5-*)*-> 

A continuación, tenemos: 5 _x = 5 S " 2T . La última ecuación es 
equivalonle a x = 2x — 3, de la que hallamos x = 3. Así, pues, 
x = 3 es la raíz de la ecuación dada. 
ejemplo s. Resolvamos la ecuación 

3**-* = 52*. (1) 

solución Como 5 = 3 lü “*\ la ecuación (1) se puede transformar 
a la forma 3**" 4 = (S 10 * 4 ) 2 *. 

Esta ecuación os equivalente a la siguiente: 

x* — 4 = 2x logj5. (2) 

Las raíces de la ecuación cuadrática (2) y, junto con jalla de la ecua¬ 
ción exponencial dada (1), son las siguientes: x ltt = log 3 5 ± 

=b V log!¡5 + 4. 

ejemplo ’i Resolvamos la ecuación 

5««* _l 6'** = 30 -j-150*. (3) 

solución Como 5 ,+2 * = 5-25*, 6 l ** = G-6* y 150-* = 6 J -25 x , la 
ecuación (3) so puede transformar a la forma: 

5-25* + 6-6* — (R • 25* — 30 = 0, 

y, a continuación, 5 (25* — 6) — 6* (25 x — G) = 0, (25* 6) X 

x (5 — G*) = 0. 

La última ecuación se reduce al conjunto de ecuaciones 

25* — ü = 0; 5 — 6* = 0, 

que tiene las raíces: x¡ = log 25 6, x 2 = iog 0 5. 

Los valores hallados de x son las raíces de la ecuación (3). 
ejemplo 5. Resolvamos la ecuación 

4* + 2 X « — 24 = 0. (<) 
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solución. Apliquemos el método de introducción de nuevas va¬ 
riables. 

Como 4* = (2 2 ) x = (2 X )* y 2 x+l = 2-2 t , la ecuación (4) puedo 
ser reescrita del modo siguiente: 

(2 X ) 2 + 2-2 x — 24 = 0. 

Haciendo u = 2*, obtenemos la ecuación cuadrática u 2 -|- 2u — 
— 24 =3 0, cuyas raíces son u x =4, u 2 = —6. Por esta razón, el 
problema se reduce a la resolución del conjunto de ecuaciones: 
2 X = 4; 2* = —6. 

De la primera ecuación de esto conjunto, obtenemos: z — 2. 
La segunda ecuación no tiene raíces, ya que 2* > 0 c-on cualquier 
valor de x. Así, pues, x •= 2 es la raíz de la ecuación (4). 

ejemplo c. Resolvamos la ecuación 


2*+(0,5)**- 3 —G(0,5)*«=i. 

solución. Como (0,5) 2X - 3 =2 3 - 2x =-¿ r y 6(0,5)* = -- , entonces 

• 1 = 0 . 


2 ix 2 * 


8 6 

Haciendo u = 2 x , obtenemos: --—1 =0 y, seguida¬ 

mente, u 3 — u 2 — 6u-}-8 = 0, es decir, (w — 2) («*+ u — 4) = 0. 

lista última ecuación tiene tres raíces: u, = 2, tt a — * 1 t 

— 1 — vn 

u 3 2 

Ahora, el problema se reduce a la solución del conjunto de ecua¬ 
ciones: 

2 *- 2 ; 2 -- ~ÍT W . 


De la primera ecuación hallamos z, = 1, de la segunda, —z a = 
— Iog 3 ■ ~ 2 ——, la tercera ecuación no tiene raíces, ya que 

< 0 y 2*>0co nx$R. 

Es decir, la ecuación inicial tiene las siguientes raíces: z, = l, 

i /17—1 
2 2 = log 3 -j-‘ 

ejemplo 7. Resolvamos la ecuación 


6-3 2x — 13-6* + 6 -2 2x = 0. 


( 5 ) 
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solución. Como 6' = 3 X -2 X , tendremos: 

G.3 2 * — 13-3*-2* + G-2 2 * = 0. 

Haciendo u — 3', v = 2\ obtenemos la ecuación: 

Gu* — 13ui> + Gv* = 0, (6) 

que es una ecuación homogénea de segundo grado con relación a las 
variables u y v. Como v = 2* no se reduce a cero con ninguno de los 
valores de x , al dividir ambos miembros do la ecuación (6) por v *, 
obtenemos una ecuación equivalente a (6): 

°(-7) 2 - 13 V + 6 - 0 - 

Haciendo z = -^-, obtenemos: fiz 2 — 13z-)- 6 = 0, de donde z,= 

3 _ 2 

- 2 ' ? í~T- 

Tom.uido en consideración que , podemos escri¬ 

bir el conjunto do ecuaciones: 

(ím< w-i. 

del cual, hallamos: x, = 1, z 2 = —1. Esto significa, que la ecua¬ 
ción (5) tiene dos raíces: = 1, 
x 4 = —1. 

ejemplo 8. Resolvamos la ecua¬ 
ción 

(iri- 2 -- < 7 > 

souuciON. Ninguno de los proce¬ 
dimientos analizados en los ante¬ 
riores ejemplos nos sirve para resol¬ 
ver (7). Intentemos hallar alguna 
solución de esa ecuación según el 
método de selección. En el caso da¬ 
do, esto es fácil: Xj = 1. Claro está, 
que, por ahora, no podemos con¬ 
siderar que lo ecuación está resuel¬ 
ta: ella puede asimismo tener otras 
raíces. Demostremos que no hay 
otras raíces. 

La función j^~)' x + -g- decrece, mientras que la función 2* crece 

por toda la recta numérica. O sea, la ecuación (7) no puede tener más 
de una raíz (fig. 51. Así, pues, x = l es la única raíz do la ecuación?. 
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2, Las ecuaciones cxponemúnles-poleueialcs son aquellas que 
tienen lo forma (/ (x))* lx) =(f (x))* (v L Si es conocido que f (x) > 0 
>' / (*) 4= 1, tal ecuación, como la exponencial, se resuelve mediante 
la igualación de los oxponentcs: £ (x) = h (x). Si no se estipula la 
posibilidad de que / (i)^O ó bien / (x) = 1, será preciso analizar 
varios casos, como se hace en el siguiente ejemplo. 
ejemplo 9. Resolvamos la ecuación 


(z 2 4 * - 57)3*' ►» - (x* -j- x — 57)'«‘. (S) 

solución. Durante la resolución de la ecuación oxponeueiul-po- 
tencial dada hay que analizar cuatro casos: 

1) x 1 + x — 57 = 1, es decir, x 2 4 x — 58 = 0. 

En este caso, la ecuación (8) toma la forma i* 1 ** 5 = i lu \ es decir, 
1 = 1. Esto significa que las raíces de la ecuación x 2 4 x — 58 = 0 
son también las raíces de la ecuación (8). De la ecuación r 2 4 x — 

- 58 = 0, hallamos z 1-a = -Lé /M . 

2) x 2 4 x — 57 = —1, o sea, x 2 4 x — 50 = 0. En este caso, 
la ecuación (8) toma la forma 

(_f)3x , +3 = (__f),o.v (9) 

La ecuación (9) sólo puede ser satisfecha con tales valores de x 
con los que 3x 2 4 3 y lOx son números enteros (ya que el número 
negativo (—1) sólo puede elevarse a un exponento entero) de igual 
paridad (o sea, los dos son pares o bien los dos, impares) 

De la ecuación x 2 4 x — 50 = 0, hallamos: x, = —8, x t = 7. 
El valor x v = —8 no satisface la ecuación (9), en tanto que el valor 
x 2 == 7, la satisíaco. Así, pues, x = 7 es la raí/ de la ecuación (8). 

3) x 2 4 x — 57 = 0. En este coso, !a ecuación (8) loma la forma 

yi<’+-3 _ ()iox (io) 

La ecuación (10) sólo puede ser satisfecha con tales valores de x, 
con los que 3x 2 4 3 > 0 (esto es cierto para toda x) y lOx > 0, 

en este caso la ecuación (10) loma la forma 0 = 0 (recordemos que 

la expresión 0 r sólo tiene sentido con r>0). 


De la ecuación x 2 4x —57 = 0 hallamos x 1>2 =- 1 ^ 1 22 P - . 

El valor de x, = — 1 " 29 no satisface, la condición lOx > 0, 

— 14 1^229 

en tanto que x, =- - - satisface dicha condición Así, pues, 

_j _l |/2‘>g 

x = — — 2 —“ cs k* raíz de la ecuación (8). 


4) Si x 2 4 x — 57 > 0 y i ! 4i — 57 =4 1, de la ecuación (8) 
llegamos a la conclusión do que 3x 2 4 3 = lOx, de donde obtenemos: 


9-0204 
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x, = 3, x 2 = -í . listos dos valores lian de ser comprobados poniéndo¬ 
los cu la ecuación (S). Con x = 3 obtenemos (—45) 30 = (—45) ao , 
es decir, una"igualdad cierta. 


Con x = -i- la ecuación (8) toma la forma: 

10 io 

(4-57) S =(±-57)“. 


Esta anotación no tiene sentido (un número negativo se eleva 
a una potencia fraccionaria). Esto significa que sólo x = 3 es la raíz 
de la ecuación (8). 

Resumiendo, llegamos a la conclusión de que la ecuación (8) 


tiene cinco raíces: 
x. = 3. 


1 ± V 233 


‘• 1,2 


2 


X* =?, X. 


— 1 + / 229 


701. 

703. 
70'.. 


703. 

700 

707. 

708. 

709. 
7*0. 

711. 

713. 

714. 
713. 

710. 
717. 
719. 

721. 

722. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes ecuaciones: 

2 V* / 0 \ x 27 


702. 2*'.5 X, = 0."01-(10’-*)*. 

H-r-( 4 ) 4 - 

‘"MfrMsr- 

r 3 /--r 

Y 2x V 4* 0,125* =4*1. 
p)-x _ 5*-i. 2*-’ z = 950. 

23*3*_2 :1 *- 1 3* ,1 = —288. 

2.73* — 5-49« + 3=n. 

3-5 5 * -1 — 2-5 x_l =0,2. 

5) **-l_3i; 3 x *- J + 3 = 0. 

2J + 10 .._ H 7iZ 33 x « i _ 4 . 27*- 1 + 9 , ' 5i ' -1 — 80 = 0 . 
4 2 X_I ‘ 

+2 _o. 

2l+í ./-,7rr4_ 5 (y'2) X -2+\r^n_ a = n 
$ ix_ 7 x — 35.52x_35.7x = 0. 

4X _ 3 x-0, s ^ 3X.0, s _ 2 2X-1. 

(2+ >^3)* -(- (2— l/"3) x = 4. 718 4* + 5* = 2-9*. 
2-4*-|-25** l = 15-l'>*. 720. 16* + 36* = 2-81*. 

50-4X-1 —53-t4*+2.49* ,# .» = 0. 

2 xx. gx __ 2 • 6 3 *- 1 + 4 2 *- 1 - 3**- 2 = O. 
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723. 2* — 2.(0,5)2* — (0,5)*+1=0. 

724. 27-2-“+ 9-2* — 2« — 27-2-* = $. 

725. (2+/3)*'~ 2 - Y+l +(2- \f3) x, ' 2x -'= ,, 

* 3i 

720. 3 x -8 X+2 = 0. 727. 5*-».2* +l =4. 

728. (** — *—1)*' _1 -1. 729- |z | X *- 23C =1. 

730. (*——2)»*. 

731. (3x-4) 2x ’ +2 = t3i-4) s *. 

732. 3*+ 4* = 5*. 733. 8-x-2* + 2t* — j = 0. 

734. l/x (g^* 7 " 2 = 3 2 +1 _$V~x '-3 +1 + (j yi _ 13. 

735. 2V / x-4* + 5.2* fl + 2l/*=2 5 ~*+5 J/x-2*+4. 


§ 14. Ecuaciones logarítmicas 

Al resolver ecuaciones logarítmicas se utilizan dos métodos fun¬ 
damentales: i) paso de la ecuación log„/ (x) = log„g (x ) a la ecua¬ 
ción 1 (x) = g (z); 2) introducción de nuevas variables. En ciertas 
ocasiones es preciso aplicar procedimientos artificiales. 

Ecuaciones logarítmicas. Considcicmos las cenan núes logarít¬ 
micas de la forma 

loga/ (x) = log a g (x), (i) 

donde a > 0 y a i. 

La resolución de semejantes ecuaciones se basa en el siguiente 
teorema: 

TEortEM a i. La ecuación log u / (x) = log a g (x) es equivalente al 
sistema mixto: 

\ /(*) = £ (*) 

s / ( x ) > 0 (2) 

U(*)>0. 

Es de notar que para resolver la ecuación (1) no es obligatorio ic- 
solver el sistema (2). Se puede operar de otro modo: resolver la ecua¬ 
ción 

f(x) = g (x) (3) 


y de sus soluciones elegir aquellas que satisfacen ef sistema de de¬ 
sigualdades 


/ (x) > 0 

g(x)> 0, 


( 4 ) 


es decir, que pertenecen al campo de definición de la ecuación (1). 
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Al resolver las ecuaciones logarítmicas se hace uso de distintas 
propiedades de los logaritmos. P. ej., estudiemos la ecuación 

loga/ O) + iog a g (x) = log fl /i (x). (5) 

Ella se transforma a la forma: 

loga (/ (Z)‘g (*)) = log a /i (x). (0) 

Pero las ecuaciones /5)y (6) pueden ser equivalentes. En efecto, el 
campo do definición de la expresión log a /(x)-f log a g (x) se prefija 

con el sistema de desigualdades en tant, ° 1 ue e l canl P° 

de definición de la expresión log„ (/ (z) g (x)) se preestablece con 
la desiguldad f(x)-g(x)> Oque, a su vez, es equivalente al 
conjunto de los sistemas de des igualdades:' 

l/(x )>0 f/(x)<0 

i g(z)>Ü ' lg(r)<0' 

Así. pues, ul pasar de la ecuación (5) a la (ü) os posible que se pro¬ 
duzca la ampliación del campo de definición do la ecuación (5) 
(a cuenta de la resolución del último sistema de desigualdades), o 
sea, que pueden aparecer raíces extrañas. Por esta razón, después de 
resolver la ecuación (6), es preciso elegir entre sus raíces halladas 
aquellas que pertenecen al campo de definición de la ecuación ini¬ 
cial (5), es decir, quo satisfacen el sistema de desigualdades 

ti (*> > o 

g (*) > 0 
Vt (x) > 0. 

Semejante prueba es parle inseparable de la resolución de una ecua¬ 
ción logarítmica. 

Claro está, la verificación puede ser realizada también do otros 
procedimientos, p. ej., con ayuda de la sustitución directa de las 
soluciones halladas en la ecuación inicial. 

Analicemos ahora las ecuaciones de la forma 

logaui/ (x) = log a(x) g (z). (7) 

Su resolución se apoya en el siguiente teorema. 

Teorema 2 La ecuación (7) es equivalente al sistema mixto: 

/(*> = *(*) 

/(*)> o 

g<*)>0 
a (z) > 0 



§ 14. Ecuaciones logan Unicas 


133 


Con otras palabras, las raíces de las ecuaciones (7) son aquellas, 
y sólo aquellas raíces fie la ecuación / (x) = g (x) que, simultánea¬ 
mente, satisfacen las siguientes condiciones: 

/(x) > 0, g (x) > 0, a (a:) > 0, a (x) ^1 

{con estas condiciones se prefija el campo de definición Je la ecua¬ 
ción (7)). 

ejemplo i. Resolvamos lo ecuación 

loga <* 2 — 3x — 5) = loga (7 — 2x). (3) 

solución. De acuerdo con el teorema 1 la ecuación <t¡) es equiva¬ 
lente al siguiente sistema mixto: 

x 2 — 3x — 5 = 7 — 2x 

« x 2 —3x— j> 0 (9) 

.7-2.0 0. 

Después de resolver este sistemo, obtenemos: x, = í, x a = —3. 
De estos dos valores sólo x = —3 satisface las dos desigualdades del 
sistema (0) (es decir, el valor de x = 4 no pertenece al campo de de¬ 
finición de la ecuación (8)). Por esto, ia solución de ésta es x =— 3. 

ejemplo 2 . Resolvamos la ecuación 

log (x + 4) -(- log (2x + 3) = log (1 — 2x). (10) 

solución. Transformemos la ecuación (10) a la forma 
log ({x + 4) (2x + 3)) = log (1 - 2x) 
y, a continuación, 

(x + 4) (2x + 3) = 1 - 2x. (M) 

De la ecuación (11) hallamos: x, = —1, x 2 = —3,5. 

El campo de definición de la ecuación (10) se preestablece con el 
sistema de desigualdades: 

r * + 4>0 

< 2x-f 3>O (12) 

l 1 — 2x> 0. 

Poniendo las raíces de la ecuación (TI), una tras otra, en el sis¬ 
tema (12) nos cercioramos que Xj = —1 satisface este sistema, 
mientras que x 2 = —5,5 no lo satisface. Así, pues, x = —l es 
la única raíz de la ecuación (10). 

ejemplo 3 . Resolvamos la ecuación 

log 2 (x 2 — I) = lug_^ (x— 1). 

2 


(13) 
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solución, Ante lodo, pasemos en la ecuación (13) a los logarit¬ 
mos con iguales bases. Como log a /V = log a j.A ,h , la ecuación (13) 
se transforma al aspecto 

logi(x 2 — l) = lo g^-i (* — !)“*. 


A continuación, tenemos log 2 (x 2 —1) = —log 2 (x— 1), 


*i = 


l')g 2 (x*-I)=log 2 

Habiendo resuelto la ecuación (14), hallamos: x, = 0, i 2 : 
1-K5 


(14) 

l-l-ys 


" 3 -- l -• 

Nos resta elegir entre los valores obten idos aquellos que satis- 

| x 2 -1>0 

lacen el sistema de desigualdades I 

Resolviendo este sistema, hallamos que x>l. De los valores 
obtenidos x„ x 2 , x 3 sólo x 2 °= 1 ^ 5 satisface la desigualdad 

x> 1. Así, pues, x= es la única raíz de la ecuación (13). 

ejemplo 4. Resolvamos la ecuación 


log ,*4 (x z — 1) = log Xf4 (5 — x). (15) 

solución. Según el teorema 2 osla ecuación es equivalente al sis¬ 
tema 

x 2 -i = 5 — x 
x 2 — 1 > 0 

5 — x>Ü (16) 

x + 4> 0 
x + 4 ^ í. 

Después de resolver la ecuación que entra en el sistema (16), 
obtenemos: x 4 = 2, x 2 = —3. De estos dos valores sólo x == 2 sa¬ 
tisface todas las demás condiciones del sistema (16). Así, pues, 
x = 2 es la raíz de la ecuación (15). 

ejE íiirLo 5. Resolvamos la ecuación h;g 2 x -f- log x + 1 =-- . 
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solución. Como log -fg" = I"? r — i. la ecuación dada puedo 
reescrilurse on la siguiente forma: 

log 2 * + l0g* + l-- ¿_! • 

Haciendo u — Iog x obtenemos la ecuación 

“’+ w + l =-¿zr t 

de donde hallamos que u = 2. De la ecuación log x = 2 hallamos 
x = 100. Es fácil cerciorarse de que ésta es la única raíí de la ecua¬ 
ción inicial. 

ejemplo 6. Resolvamos la ecuación 

log 2 ! 3 - log (0,lx‘°) = 0. (17) 

solución. Tenemos 

(log x 3 ) 2 - log z 13 - log 0,1 = 0, 

9 log 2 x — 10 log | x [ + 1 =0, 
y, a continuación, 

9 log 3 x — 10 log x -f- 1 =0 

(en el caso dado | x | = x, ya que el campo de definición de la ecua¬ 
ción (17) se prefija con la desigualdad x > 0). 

Haciendo « = logx obtenemos la ecuación cuadrática 9u z — 10u-f- 

+ 1=0, cuyas raíces sonu,= l, u 2 = -j¡-. Queda por resolver el 

conjunto (le ecuaciones log x = I; logx-— -y. 

De la primera ecuación obtenemos x x — 10, de la segunda, 
= /10. Estos valores de x son también las soluciones de la ecua¬ 
ción (17). 

ejemplo 7- Resolvamos la ecuación 

logo.sx * 2 —14 * z + 40 log 4;c Yx =-- 0. 

solución. Pasando en todos los logaritmos a la baso 2, obtenemos 

log, j 2 14 log, 40 log; \/x = ^ 
lcgj0,5i logj lüx ' log 2 4x 

2 log; Ix| 42 log, x | 20 log, r 

log 2 i — 1 lügjX + 4 1 logji + 2 


y, seguidamente, 
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De la ecuación dada se desprende que x > 0 y, por lo tanto, 

| x 1 = 0, es decir, log 4 | x 1 = log 2 x. Haciendo u = Iog 2 x, obte¬ 
nemos la ecuación: 

2 n Mu . 20u q 

i< — I u -j- 4 u -f- 2 ’ 

cuyas raíces son u. = —, it, = 0, 2. 

Ahora, el problema se reduce a resolver el siguiente conjunto de 
ecuaciones: 

log a x -= —i-; log, x = 0; log 2 x = 2. 

1 / O 

De la primera ecuación hallamos x,=— t{—• de la segundo, 
x 2 —!, de la tercera, x 3 = 4. 

Todos los valores hallados son las mices de la ecuación inicial 
(cerciórense de ello por su cuenta). 

ejemplo 8. Resolvamos la ecuación log (20 — a) = log 3 x. 

solución, Esta ecuación no puede ser resuelto con ninguno de los 
procedimientos estudiados en los anteriores problemas. Hallemos 
alguna de sus raíces según el método de selección. En nuestro caso, 
obtenemos x l = 10. Poro no podemos considerar que la ecuación ya 
está resuelta: es posible que ella tenga otras raíces. Demostremos que 
no las tiene. Está claro, que los raíces de la ecuación se deben buscar 
en el campo <le su definición, es decir,en el intervalo ]0;20[. En éste, 
la función y = log (20 — x) decrece, mientras que la función 
y = log 5 x, crece. Pero, entonces, si la ecuación tiene raíz, ésta será 
sólo una (véase la pág. 121). Así, pues, x = 10 es la única raíz de la 
ecuación dada. 

2. Ecuaciones exponenciales-logarílmicas. En esto apartado va¬ 
mos a estudiar ecuaciones que pueden ser consideradas tanto expo¬ 
nenciales como logarítmicas. 

ejemplo 9. Resolvamos la ecuación 

x i-'o8* = 0 , 01 . (18) 

solución. El campo de definición de la ecuación es x > 0. En 
este campo, las expresiones que entran en ambos miembros de la 
ecuación (18), sólo toman valores positivos, por lo que al tomar los 
logaritmos decimales de dos miembros de la ecuación, obtenemos la 
ecpación 

logx l-,OE *= log 0,01, 

equivalente a la ecuación (18). A continuación, tenemos 
(1 — log x) log x = —2. 
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llagamos u = log x, obtenemos la ecuación (1 — u) u — — 2 , 
üe donde u, = —f; u 2 = 2. Queda por resolver el siguiente conjun¬ 
to de ecuaciones: log x = — 1 ; log x = 2 . 

De este conjunto, obtenemos: x, =0,1. x, = 100. 

Estas serán las raíces de la ecuación (18). 
ejemplo io. Resolvamos la ecuación 

b>g x ( 3 x l0 84 * 4 - 4) = 2 log 5 x. (10) 

solución. Haciendo uso de la definición del logantmo, transfor¬ 
memos la ecuación (19) a la forma: 

3(21080 x _ 3x'Ogo * 4 . 

Haciendo u — x , 0 6 > x , obtenemos la ecuación ti 2 — 3u — 4 = 0, 
cuyas raíces son u, = —1, u 2 = 4. 

Ahora, el problema se reduce a la resolución del siguiente con¬ 
junto do ecuaciones: x 10 ^* = —1; x l0 *»* = 4. 

Como x lo « r > x > 0 y — i < 0, la primera ecuación del conjunto 
no tiene soluciones. Tomando los logaritmos por la base 5 de ambos 
miembros de la segunda ecuación del conjunto, obtenemos: 

log'x = logj4, es decir, lng i x=±l log, 4, 

do donde hallamos x ílt = ft ± ^ l06j *. Como es fácil cerciorarse, éstas 
son las raíces de la ecuación (19). 

ejemplo n. Resolvamos la ecuación 

logj (5^ + 125) = log s 6 +1 + ~. ( 20 ) 

solución. Primero vamos a considerar esta ecuación como loga- 

l 

rítmica. Como 1 +-^-= Iog 5 5 , escribimos la ecuación (20) en la 

forma: 

- i+— 

logs * + 125) = log 5 6 4 Jogj 5 2x . 

A continuación, tenemos 

log 5 (5 X +125) = log 5 (6-5-5 ), 

i_ j_ 

5* 4l25 = 30-5 2x . 



138 


Primera parte. Algebra. Capítulo II 

Hemos obtenido una ecuación exponencial que puede ser resuelta 
según el método de introducción de una nueva variable. Haciendo 

i 

u = 5 2 *, bailamos la ecuación »* — 30» 4- 125 = 0, cuyas raíces 
son u, =5, u, = 25. 

Ahora, el problema se ha reducido a la resolución del conjunto 
do dos ecuaciones: 

i i 

5 2x — 5; 5 21 =25. 

De la primera ecuación obtenemos -¿r = l, de donde x,= y. 
La segunda ecuación nos proporciona = 2, de donde x 2 = ~. 
Así, pues, la ecuación (20) tiene dos raíces: x, = y y t 2 = j-. 

EJERCICIOS 

Resuelvan las ecuaciones 

736. log» -~-=log 4 (4-a). 737. log,((*-l) (2*-l»=0. 

738. log^- *VT^ ± ? ,-2. 739. log (* + 1.5) = -log*. 

740. log(4,5 —x, = log4,5 —log*. 

741. ¡og |- —4 +log |/*+1 =2+ logu,18 

742. log 5-Hog |'2*33+l = log3'>. 

743. log(x :, + 271 — U,5 log(x l +Gx + 9) = 3 log y 7- 

744. log 5+ log (x+W) = I — log (2x— 1) + log (2ix — 20). 

743. log, (3x -11) + log» (x - 27) = 3 + log» 8. 

_... 1 —log* log 1 14 —log» 4 

X ~ log 3.5* 

747. log, (x+1) 1 + log, /**+2.c + l=G. 

748. =3 . 749 . |og 2 + log (4 — 5x —Gx 1 ) 

log (5—*) log | 2x— 1 

_ . x*-2x „ 

750. log, log, |/5x = 0. 751. log, log f I _ 3 — = 0- 
5 2 

752. log, log, log, (2.r— 1) = •— . 

753. log, |'T+x+ 3 log, (1 —r) = logj (l-* J ) : + 2. 

•i 4 16 

754. i l — log 2) log, x = log 3 — log (x — 21. 

755. leg t ,(*+2)=l. 75G. log*., (2x-9, = log*_, (23-Gx). 

757. log,*., 2 + 2 log sr _, x = loe,*., (x +1). 

758. log, (r +12,-log* 2 = 1. 
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759. xMog* 27-log, t = x-\-\. 

7C9. 1 + log* -^í- = (logx 2 — 1 ) log^lO. 

7G1. i-f-2 log x 2-log 4 (10—x) = ~¡—^— . 

*t‘g. * 

7G2. log ,2 = 105 * 4 . 
x+ 8 

763. log 3 (—x 2 —8x—14) log x , +tl+4 9 = 

764. 0,1 log*¿ — log 1 *+ 0,0 = 0 . 

ver ^ i 6 _ 

5-41og(.r + l) + 1+4 Iog(z-f 1) = * 

7GG. 4 —log i = 3 /logx- 7G7. log* (100x) + log* (lOx) =»14 log x + 15. 
768 • log 

709. log, 5/5—J- — los» VI- 

770. log (log x) + log (log * 1 -2) = 0 . 771. log* 2 + log, x = 2,5. 

772. log 3 , 4x + log,-^- = 8 . 

T 

773. log(x 2 -8).log(2-x) = -^'-g^. 

774. logjlog 3 (x 2 — lü) — log , log, - r2 |_ lü =2. 

_ ~2 T 

775. 3 log,, ( /** -f-l+x) + log, ( /**+ 1 - r) = log, c (4x + 1) -0,5. 

/ / C. 2 log x 3-|- logj.\ 3-1-3 logp x 3 «0, 

777. log*,! (x — 5 -) = log j_(x+l). 

X ~ 2 

778. log 3:i:i7 (5r + 3) + log s ,., (3x+7) = 2. 

779. (tl/,)'°e* *+ 1 = (G,25) 2 ~ los 

780. (1,25) 1 ~ l06 * r = (0,G4) 2 lv¿t2x . 

781. *“** = 10UO.r 2 . 782. /’*"»« m. 

log 2 x log xa-7 

783.x 1 * =4. 784.x 4 = 10 lo = x+1 . 

785. (/!)'«»*-* -5. 78G. x‘^ x+, = 9x . 

787. (/;) ,0gxS(xí - 1) = 5. 

788. log*(2x x - 3 -l) + 4 = 2r. 

789. l5 l °Ss3 J .log s 9 K +l =1> 7 ;}Q, 2 = 8i _ 

791. j.*°S 2 *®-logl x+3_1_^ 

X 

792. 5 lo ° x _3 log 1 =3* og _5 iog x ~ 1 
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2i ,ov - v -l. 3r —,r>R T = 5. 794. * í,0 «v x>s_3 l0 »** = 3 8 3 ,oe 2 y 2 ■ 

x lu “l* s - *** 2x ~ 2 + (, + 2) ,0,( * +m * 4 “ 3. 


r?rr + l08 i 2 


í::,i - l0 Bi/-5 <*+ 7 ' 

7* *»* =5 + (x + 7) V 2 

log (3* - 2*" *) = 2 -l- '1,25 log 1 6 —ft,5x log 4. 

logj (9— 2 T ) = 25 l0Bi . ___ 

31og2-|-log(2^ ír ’- 1 -l) = log(".4 V + 4)-H1 • 

j z _j|lo«**-»<«**« |r— 11 3 . 

4 I{>6 ’ 0-»> = (2x*-}-2x+5) ,OB3 2 . 


a l0p5 . 14'oin ‘ =» |. 


3* + (3 - x) log, 2 ^ log, ('•>• (4 ) ' + 2 °* ) + 1 • 
i t |i>g» (5i s —-2r—3 )—i log , (¡ir*—2x—3)=.r 3 + .r. 

3 r 3**+lU + Ü 

í5|j Gi —-x*log^(2+3x)«=x*— 4 + 21 og^ lQ 

T 


§ 15. Sistemas de ecuaciones exponenciales 
y logarítmicas 

Al resolver sistemas de ecuaciones exponenciales y logarítmicas 
se utilizan los mismos procedimientos que al resolver sistémaselo ecua¬ 
ciones algebraicas, Hay que indicar solamente que, en muchos ca¬ 
sos, antes de aplicar uno u otro método para resolver el sistemo, os 
preciso transformar cada ecuación del sistema a la forma más senci¬ 
lla. 

ejemplo i Resolvamos el sistema de ecuaciones 
r 25“+ 25^=30 
| 25**» = 5/5. 

solución. Hagamos k = 25*, v = 2b' 1 y obtendremos el siste¬ 
ma de ecuaciones 

| u2 + p2 =3 o 

\ up=5|/5, que tiene cuatro resoluciones: 


u, = 5 

«.-V5. 

u 3 — 5 

í U„=-V 5 

p, = V5 : 

v 2 = 5 ’ 


II 

1 

fs> 


Pero u = 25 x , v = 25", o sea, u > 0, o > 0, lo que significa 
que de las cuatro soluciones sólo hay que tomar las dos primeras. 
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Así, pues, el problema se reduce a Ja solución del siguiente con¬ 
junto tle sistemas do ecuaciones: 

f 25* = 5 # j 25'= 1/5 

125¡'=V'5 ; 1 25^=5. 


Del primer sistema hallamos: a, — y, y, = y, del 

_ i 

x t~j> y* — 2 • 

De modo que el sistema (1) tiene dos soluciones: 



ejemplo 2 . Resolvamos el sistema 

í 2 t .3*= 12 
( 2».3* = 18. 


segundo: 



i 

■4 


( 2 ) 


solución. Multiplicando, término por término, las ecuaciones del 
sistema (2), obtenemos la ecuación: 

2**<'.3 xtl ' = 2l6 o bien G T4,, = 6 3 , 


de donde x -J- y = 3. 

Dividiendo, término por término, la primera ecuación del sistema 
(2) por la segunda, obtenemos la ecuación 

» I’*" (t)"'=T- 


de donde x — ij = i. 

A continuación, del sistema de ecuaciones 
x = 2, y— i. 


i +y =-■ 3 

, hallamos 
x — r/ =-- 1 


De forma que el par (2; 1) es la solución del sistema (2). 
ejemplo 3. Resolvamos el sistema 

í a**-4 

i x»-*_G4. 


(3) 


solución. Tomando los logaritmos por la base 2 de ambos miem¬ 
bros de cada una de las ecuaciones del sistema (3), obtenemos el si¬ 
guiente sistema de ecuaciones: 

í log, **-*=2 j (¡j-2) lo?, *=2 

\ log J x 2i '- 3 = 6, ° 1,1111 1 {2y— 3)log í r=6 

Es evidente que x 0, es decir, log 2 x 0, por lo que dividien¬ 
do la primera ecuación de este sistema por la segunda, obtenemos 



Primera parte. Algebra. Capítulo 21 


142 


2 I( de donde y —_3. Poniendo osle valor de y en la ecua¬ 
ción (y — 2) log 2 x = 2, hallarnos Iog 2 x = 2, o sea, x = 4. 

Asi, pues, el par (4; 3) es la solución del sistema (3). 
ejemplo a. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


log„ x 


y=x ¿ 


l°giylog„(y—3x)= 1. 


(4) 


solución. Reduzcamos la primera ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, tomemos los logaritmos por la base y 
de ambos miembros de la ecuación: 


log„ (x loe v x -y) — log„ x 2 


y, u continuación, log^ x ""i» x + log„ y = ~ log„ z 

log¿ + 1=4 Io Kv *• 


Haciendo u ; = log„x obtenemos la ecuación cuadrática con relación 
a u u z —yU+l=0 , cuyas raíces son u t = 2, u 2 = -j- Esto signi¬ 
fica que log # x=2, entonces x = y 2 , o bien log¡,x=4' siendo aquí 

*= Ví/, 0 sea, y = x z . Así, pues, la primera ecuación del sistema (4) 
se lia reducido al conjunto de dos ecuaciones más sencillas: 

x — y = x *. 

Ahora, reduzcamos la segunda ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, pasemos al logaritmo por la base 4: 


l°g', 2/* 


log, (;/— 3 j) 
h'g-i ’J 


1 


y, seguidamente, log, (y — 3x) = 1, de donde y — 3x = 4. 

Aliora, queda por resolver el conjunto de dos sencillos sistemas 
de ecuaciones: 

I x = y z _ í y = x 2 

i y —3x= 4’ 1 ?/ -3x=4. 

El primer sistema nof tiene soluciones, el segundo, dos solucio¬ 
nes: (4; 16), {—1; 1). 
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verificación. Las soluciones del disienta (4) deben satisfacer las 

x>U 
!/> 0 

siguienies condiciones: y _3 I> o 

El par (4; 16) satisface este sistemare! par (—1; 1), no. O soa, 
(4; 16) es la solución única del sistema 4. 


EJERCICIOS 

Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones; 

80C. í r 3 ]*-,_/ 2 r -, = 65 


l xy—x + y=> 118. 


2*-|-2v= 12 

808. f G4 ,X +C4 : F = 12 

H-¡í = 5. 

l G4-x»»=4 k'l. 

8* = l'iy 810. r2*-9F = 648 

2 X = 5¡/. 

\3*-4F = 432. 

• 3*—2 ! f = 77 

812. r» , « = 27 

oo 

1 

ÍO 

C 

II 

1 

x 3W-S = _L. 

1 ü 

¡,**V = i3. 

814. (x ír V = y 

1 

logx + logy = 
* 2 + </’ = 5. 

‘ log2 81ü. ílog u i — log x y = 


817. / log (x 2 -f-y 2 ) — 1 — log 13 

\ log {.r-f y) — log (x—y) = 3 log 2. 

818. f 5 (logyi+log, y) = 2G 
t xy= G4. 

819. f2*-4v-32 820. r 10 2 ~—25 

l log (x -;/)* = 2 log 2. \ log (i— y) + log (j-{- y)~ \-\-2 log 2. 

f JÍZIL 

821. <2 2 -({/§)*"* = 12 
(. 3 I 06 ( 2 |/-x) =1i 

822. | 3*.2^576 823. Jog 5 x + Z'™ "=7 

| logy^íy—*) = 4. xV= 5 lJ . 

824. J' 3 (2 log^-log, y) =10 


xy = 81. 
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í logn.» ('/ — ') 'I" •'«» — = ~ 2 

U* + y*«25. 

í ( X +j) y>~ x — -~ 

l 3logj(r4 y) = x — y. 

( x» = y x 

\ t* = y*y {r >ft, y >0). 

, 2nj .los 1 || .,. Ty , og a > : == 8l J- 3 

| log 0 ** + l«gj; U* = y • 

| ^+' 3 TÍÍ7f=° 

{ lug* y-log 4 x log, !/=''. 

I log* (x )- y) -I- 2 lf*B, (X - y) =■ 5 

\ 2* - l)_|_ = í*. 

f log,(10-2«) = <í-y 

1 log: --Í'Í^-=l"gj(x-i)-Iog ! (3-x). 
f >■'!/ — 1 

t log x-log ír-f y) = log {/ * log (x — 1) 

\ log y log (x4-y) = log x-log {x—y). 

( / t *>v = 27 + ')*-!' 

\ —27*"»+7»3*“‘' > *. 

r t .2*‘t_2.2V= —3y*** 1 ' 

\ 2r-2 tx ' u t l. 


§ 1G. Desigualdades racionales 

i. Naciones fundamentales. Lleva el nombre de campo de defini¬ 
ción de la desmoldad ¡ <x) > g (*) el conjunto do todos aquellosi va¬ 
lores de icón los que tanto la función / (x) y la fu»» 10 " 8¿ x \ * í 

definidas. Con otras palabras, el campo de definición de la desigualdat 
/ (x) > g (i), es la intersección do los campos de definición do las 

funciones / (x) y g (x). , . , . 

Recibe el nombre de solución particular de la desigualdad f (x) > 
>*(*) todo aquel valor de la variable i que la satisface (es decir, todo 
\alor de x con el que la enunciación «el valor de la función f (x) es 
mayor que el valor de la función g (x)' os cierto). Solución de la desi¬ 
gualdad se denomina el conjunto de todas sus soluciones particulares. 

Llevan el nombre de equivalentes dos desigualdades con una vana- 
ble x si sus soluciones coinciden (en particular si ambas designa - 
dados no tienen solución). Si cada solución particular de la designa - 
dad /. ir) > e. (x) es, simultáneamente, la solución particular de 
la desigualdad /, (x) > g 2 (x), obtenida después de transformado- 
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nes ríe ia desigualdad / t (x) > g t (x) (es decir, si la solución de la 
primera desigualdad entra en la solución de la segunda), la desigual¬ 
dad / 2 (x) > g 2 (x) lleva el nombre de corolario de la desigualdad 
/, (x) > (x). En los siguientes teoremas se tratan las transforma¬ 

ciones que conducen a desigualdades equivalentes. 

teorema i. Si a ambos miembros de una desigualdad añadimos una 
misma función cp (x), definida con todos los valores de x del campo de de¬ 
finición de la desigualdad inicial y , con ello, el signo de desigualdad 
queda invariable, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

Así, pues, las desigualdades 

/(*)>£ (*) y / (*) + <P (*) >g(i)+ <P (*) 

son equivalentes si cp (x) satisface la condición del teorema. 

color ario. Las desigualdedcs 

f (x) + rp (x) > g (x) y f (x) > g (x) — ip (.r) 
son equivalentes. 

teopema z. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función <p (x) que con toda x del campo de de¬ 
finición de la desigualdad inicial sólo toma valores positivos y, con ello, 
el signo de desigualdad queda invariable, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si <p (x) > 0, las desigualdades 

/(*)>£(*) y f(x)-ip(x)>g(x)->p{x) 

(° bicn soa «fílenles. 

coLORAitio. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
{o dividen) por un mismo número positivo, conservando el signo de de¬ 
sigualdad, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOREMA 3 Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función rp (x) que con toda x del campo de 
definición de la desigualdad, sólo toma valores negativos y, con ello, 
el signo de desigualdad cambia por el opuesto, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si cp (x) < 0, las desiualdades 

/(*)>£(x) y /(x).rp(x) <£(x).<p(x) 

(° bíen SOíl equivalentes. 

corolario. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican (o 
dividen) por un mismo número negativo, variando el signo de desigual¬ 
dad por el opuesto, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOPEMA 4. Sea dada la desigualdad f (x) > g (x), can la particu¬ 
laridad de que /(i)^0 yg(i)^0 con toda x del campo de definición 
10—0204 
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ón de la desigualdad, ó i los dos miembros de la desigualdad se elevan a 
una potencia natural n, dejando el signo de desigualdad sin variar , se 
obtiene la desigualdad 

(/(*))" >(£(*))’■ 

equivalenle a la dada. 

OBSERVACION Más arriba (§7) ya indicamos que al efectuar transformacio¬ 
nes idénticas, es posible Ja variación del campo do definición de la expresión, 
p. ej-, al reducir a términos semejantes, simplificar una fracción, puede pro¬ 
ducirse la ampliación del campo de definición. Durante la resolución (le desi¬ 
gualdades, como resultado de las transformaciones idénticas, puede obtenerse una 
desigualdad no equivalente. Como ejemplo, estudiemos la desigualdad 

Vx+x-t > 5. (1) 

Adicionando a ambos miembros de la desigualdad una misma función 
( P (*) = — V' x, obtenemos la desigualdad 

) 'x+x — 1 — y x > J / .r — 5 — Vx, (2) 

equivalente (según el teorema 1) a la desigualdad (1). A continuación, tendremos: 

x — 1 > -5, (3) 

de donde x > —i. Pero la desigualdad (i) tiene la solución Ü, es decir, 
las desigualdades (1) y (3) no son equivalentes (la desigualdad (3) es el corolario 
do la desigualdad (1)). La cuestión radica en que la desigualdad x — 1 > —5 
tiene un campo de definición más amplio que la (1); dicha ampliación ha tenido 
lugar como resultado de la reducción a términos semejantes en la desigual¬ 
dad (2). Por olio, después de ejecutar transformaciones idénticas, que condujo- 
ron a la ampliación del campo do definición de la desigualdad, de las soluciones 
obtenidas hay que elegir aquellas que pertenecen al campo de definición de la 
desigualdad inicial, 

2. Desigualdades racionales. Examinemos la función 

/(a)- )"■••-(*-«.i)"' 1 , tf) 

(*- bi) m ‘ [X- b t ) m ‘.... ■ (x - bpj ,n P 

donde n„ n 2 , . . n h \ m„ m„ . . ., m v son números naturales, 
mientras que a, y b¡ son tales que a, bj (i = 1, 2, 3, . . ., k\ j = 
= 1, 2, 3. p ). Las desigualdades del tipo / (x) > 0 llevan, en 




Fig. 6 

este caso, el nombre de racional. En los puntos x = a¡, x = ... 

. . ., x = rtj, la función / ( x ) se reduce a cero (dichos puntos so deno¬ 
minan ceros de la función), los puntos x = b y , x = b 2 , . . x = 
=* b,, son los puntos de discontinuidad de la función / (x). Si todos 
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los ceros de )a función y los puntos de discontinuidad se marcan en la 
recta numérica, ellos la dividirán en k + /; + 1 intervalos. Como 
sabemos del curso de análisis matemático, dentro de cada uno de 
esos intervalos la función / (x) es continua y conserva el signo cons¬ 
tante. Para establecer este signo es suficiente tomar cualquier punto 
del intervalo que nos interesa y determinar el signo de la función en 
dicho punto. 


ejemplo i. Resolvamos la desigualdad 


i* (x-2p(iH-3| . 


r-(T_2)’ í.r+3) 


(*-4p 


> ü. 


solución. La función / (x) = — so reduce a cero en 

los puntos x, = Ü, x 2 = 2, x a = —3 y sufre discontinuidad en el 
punto x 4 = 4. Estos cuatro puntos dividen la recta numéuca en cin¬ 
co intervalos (fig. 6 ): ) — oo; —3 1, ]—3; 0 [, 10; 2 1,1 2; 
4 1, 14; oo [. Determinemos el signo de la función f (x) en cada uno 
de estos intervalos. 


En el intervalo 1—co; —31 tonicmos el punto x — —4. Tenemos 
/ (—4) < 0, de modo que en 1—oo; —31 / (x) < ü. 

En el intervalo 1—3; 0[ tomemos el punto x — —1. Tenemos 
/ (—1) > 0, do modo que en 1—3; 01/ (x) > 0. 

En el intervalo }ü; 2[ tomemos el punto x = 1. Tenemos / (1) > 

> 0 , de modo que en 10 ; 2 ¡f (x) > 0 . 

En ol intervalo ]2; 41 tomemos el punto x = 3. Tenemos / (3) < 
< 0, de modo que en 12; 4( / (x) < 0. 

En el intervalo )4; ooí tomemos el punto x = 5. Tenemos / (5) > 

> 0, de modo que en 14; oo[ / (x) > 0 . 

Teníamos que resolver la desigualdad / (x) > 0. Del razona¬ 
miento que hemos realizado queda claro que dicha desigualdad se 
verifica en los intervalos 1—3; 0[, 10; 2[y]4; oo|. 

La unión de estos intervalos es, precisamente, la solución de la de¬ 
sigualdad dada. 

La solución se puede escribir con dos procedimientos' 

1) 1-3; Oí U10; 2ÍU14; co,[; 

2) —3 < x < 0; 0 < x < 2; 4 <x<oo. 

En la práctica, para resolver la desigualdad / (x) > 0 ( < , 
respectivamente), donde / (x) es una función de la forma 
(4), se emplea el llamarlo método de los intervalos que es »n método 
geométrico de resolución, basado en las tres siguientes afirmaciones, 
evidentes en suficiente grado: 

1) Si c es el mayor de los números a¡, bj, en el intcrvalojc; oo[ 
la función / (x) es positiva. 

2) Si a¡b } (correspondientemente b¡) es un punto tai que el expo- 
nente n l de la expresión (x — a¡) n ‘ es un número impar, a la derecha 
c izquierda do a¡ o bj, la función tiene signos contrarios. 
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Semejante punto a¡ (correspondientemente b¡) recibirá el nombre 
de simple. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al 
pasar por un punto simple la función / (x) varía su signo. 

3) Si a, (correspondientemente b¡) es un punto tal que el exponen¬ 
te n¡ de la expresión (x — a,)' 1 ' es un número par, a la derecha y la 
izquierda de a¡ (en intervalos adyacentes) la función / (x) tiene igua¬ 
les signos. 

Tal punto (correspondientemente b¡) recibirá el nombro do 
doble. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al pasar 
por un punto dublé la función no varía su signo. 

Así, en el ejemplo 1 dos puntos x = 2, x = —3, x = 4 son sim¬ 
ples y el punto x = 0, doble. Los signos de la función / (x) en los in¬ 
tervalos se muestran en la fig. 7. 


+ 


-3 


-o- 

0 


■i 


-V 


Fig 7 


Así, pues, / (x) > 0 en los intervalos ]—3; Oí, ]0; 2[, ]4; oo{. 
Esto es lo mismo que lo que obtuvimos más arriba al resolver el 
ejemplo 1. 

El método de intervalos , basado en las afirmaciones enunciadas 
con anterioridad, se emplea para resolver desigualdades de la forma 

(i —<i|)"' {x-a 7 ) n '- . . ■ •(! — «ft) ^ Q 
(x - 0 ,) m ■ (z - bjT* ■ ... • (x - b p ) n P 


Consiste en lo siguiente: 

1) Con redondeles no sombreados en la recta numérica se marcan 
todos los ceros y puntos de discontinuidad de la función / (x), que 
entran en el primer miembro de la desigualdad (5). 

2) Comenzando sobre la recta numérica, de derecha a izquierda, 
se traza una curva ondulada que pasa por todos los puntos marcados, 
teniendo en cuenta que al pasar por un punto simple la curva cruza 
la recta, mientras que al hacerlo por el punto doble la curva se que¬ 
da por el mismo lado do la recta numérica. 

3) Se eligen los intervalos de acuerdo con el signo de la desigual¬ 
dad (5) (/ (x) > 0 allí, donde la curva está sobre la recta numérica, 
/ (x) < 0 allí, donde la curva esté debajo de la recta); su unión e3 
la solución do la desigualdad (5). 

Para dar facilidad, el punto doble se designa en el diseño con 
una raya por abajo. La curva descrita más arriba so denominará 
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curva de signos. En la fig. 8 se muestra la curva de signos de la desi¬ 
gualdad del ejemplo 1. 

Señalemos, además, que en las desigualdades no estrictas 
/ (x)i> 0 ó bien / (x) 0, donde / (x) es una íunción de la forma (4), 



Fig. 8 


los ceros do la íunción se marcan en el diseño con redondeles sombre¬ 
ados y se incluyen en la solución. Los puntos do discontinuidad siorn- 
pro se representan con redondeles no sombreados y no se incluyen en 
la solución. 

ejemplo 2. Resolvamos la desigualdad l r d-5) (j— J-Ji) (r 4- | 2 ) q 

6 ( 2 *— 3 ) ( 4 *-|- 5 ) 

solución. Transformemos la desigualdad a la forma 
(« + 5)(x-i , 3)U-t-V'2) 

•(-iH'+i) ' 

La variación de los signos de la función / (r) :* 

se ilustra con avuda de la curva de signos; 

4) 

aquí todos los ceros y puntos do dosconlinuidad son punios simples 
(fig. 9). Aquellos valores de x con los que / (x) < 0 (sombreados), 


(x + 5) (x— y 3) U 

(—4) (-+ 



Fig. 9 


yacen en los intervalos loo; —5j , J— Y 2; —£ y J ; y 3 

La solución de la desigualdad es la conjugación de los indicados 
intervalos. 


ejemplo 3. Resolvamos la desigualdad 2X 3 — 5x 2 + 2xs^0. 
solución. Tenemos 2x(x —2) (x—¡^0 y, a continuación. 


x(x-2)(x—1)^0. 
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Trazamos la curva de signos para la función / (x) = 
[fig. 12). Con su ayuda hallamos la solución de la 
|-5; -11U11; oo[. 


j+fi 

(x-l)U-i-l) 

desigualdad; 



Fig. 12 


ejemplo c Resolvamos la desigualdad 

<r-1)»(x+2)«(.r-3)»(x+G) 

__ ^U. 

solución. Marquemos en la recia numérica los ceros de la función: 
1, —2, 3, —6 (redondeles sombreados) y los puntos de discontinui- 



Fig. 13 


dad: 0, 7 (redondeles no sombreados), destacamos los puntos dobles: 
—2: 0 y trazamos la curva de signos (fig. 13). Escribamos la solu¬ 
ción: 

—6< — 2; — 2<x < 0; 0 < 1; 3<x < 7 

o, de forma más sencilla, l—li; 01 U)0¡ H U 13; 71. 

ejemplo 7. Resolvamos la desigualdad — , ¿ - < Q 

solución. El discriminante del denominador D = 9 — 20 < 0. 
Pero, como sabemos, si el discriminante de un trinomio de segundo 
grado oí* + bx 4- c, donde a > 0, es negativo, la desigualdad 
ax 2 4- bx + c > 0 se verifica con toda x. 

Así, pues, el denominador del primer miembro de la desigualdad 
dada es positivo con cualesquiera valores de x y, por ello, después do 
multiplicar ambos miembros de la desigualdad por x 2 — 3x + 5 y, 
conservando el signo de desigualdad, obtenemos la desigualdad 
3x + 4 < 0, equivalente a la prefijada. Su solución y, por lo tanto, 

la de la desigualdad dada, es el intervalo numérico j—oo; —-2 |\ 
3. Sistemas y conjuntos de desigualdades con una variable. 
Varias desigualdades con una variable forman un sistema de desi- 
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guaUlades cu el caso cuando se plantea el problema de la búsqueda 
de aquellos valores de la variable que salisfaccn, simultáneamente, 
a cada una de las desigualdades dadas- 

Varias desigualdades con una variable forman un conjunto de 
desigualdades en el caso cuando se plantea el problema de I a bús¬ 
queda de todos los valores de la variable, cada uno de los cuales 
satisface, por lo menos, una de las desigualdades prefijadas. 

De lo dicho se desprende que como solución de un sistema de 
desigualdades sirve la intersección de las soluciones de las desigualda¬ 
des que forman el sistema; la solución de un conjunto es la unión 
de las soluciones de las desigualdades que forman ol conjunto (aquí, 
como más arriba, por solución se entiende la solución general, es 
decir, el conjunto de todas las soluciones particulares). 

Las desigualdades que forman ol sistema se unen con llaves. A 
veces, el sistema de desigualdades puede ser escrito en fila. P. ej., 
f 2x -f- 3 < x — 4 

el sistema [ + 3 > — I P" c,:,e ser escrito del modo siguiente: 

3x — I < 2x 3 <' x — 4. 

De la definición del sistema de desigualdades se deduce que si la 
desigualdad / (i) > g (x) es el corolario de las desigualdades (x ) > 
>£i (*0 y / 2 (J) > Si ( x ) (o bien corolario de sólo una de esas desi¬ 
gualdades), el sistema do desigualdades 

j /,(*) > giix) 

1 /a (*)>&(*) 

f /. (•' ) > Si (•*) 

es equivalente al siguiente sistema: < / 2 {x)>g 2 (x) 

l /(^)>g(4 

Con otras palabras, si al sistema dado de desigualdades se adjun¬ 
ta una desigualdad-corolario o bien, al contrario, del sistema dado 
de desigualdades se excluye la desigualdad-corolario, obtenemos un 
sistema de desigualdades equivalente al prefijado. P. ej., los siguien¬ 
tes sistemas de desigualdades son equivalentes 


I x 2 — 5x > 3 
I x’—5x>7 


1 

* + 2 


<1 


y 



(del primer sistema se lia «excluido» la desigualdad x 2 — 5x > 3 
que es el corolario do la desigualdad x 2 — 5x > 7). 

Las desigualdades que forman un conjunto se unen con corchetes. 
Un conjunto de desigualdades puede escribirse, asimismo, en fila, 
pero en tal caso se emplea el signo «;». 
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Una desigualdad no estricta es equivalente a un conjunto forma¬ 
do por la correspondiente desigualdad estricta y una ecuación. 
F.oj., la desigualdad / (z)> g (x) es equivalente al conjunto 

7 (*) > ? (*) 

./(*)“*(*)• 


Toda «no igualdad» / (x) =£ g (x) también se puede escribir en 
forma del conjunto de dos desigualdades estrictas: 

/(*)>£ (i); / (r) < R (•*)• 

Varios sistemas de desigualdades con una variable forman un 
conjunto de sistemas de desigualdades en el caso cuando se plantea el 
problema de buscar todos aquellos valores de la variable, cada uno 
de los cuales satisface, por lo menos, uno de los sistemas dados. 


ejemulo 8. Resolvamos el sistema de desigualdades 

[ x- < 04. 

solución. Para empezar, consideremos la primera desigualdad. 
Tenemos 

¿±£=í-i<0. Cx-1>)(x Jl 2,<q 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 1-4) hallamos la solución de 
esta desigualdad: ]■— oo; — 2[ Ul 0; 2 1. 


.'Ir- 


< 1 



Fig. 14 


Resolvemos la segunda desigualdad del sistema inicial. Tenemos 
x 1 — 64 < 0 o bien (x — 8) \x -f 8) < 0. 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 15) bailamos la solución de 
esta desigualdad: ]—8; 8!. 



Fig 15 
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Marcando las soluciones obtenidas de las desigualdades primera 
y segunda en la recta numérica común (fig. 16), hallamos la inter- 





lie 18 

Marcando en la recia numérica (fig. 19) las soluciones obtenidas 
de la primera y segunda desigualdades del sistema dado, hallamos 
la intersección de las soluciones: Í2; 31. 
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ejemplo id. Resolvamos el conjunto de desigualdades 
[x^mx 3 
(r + 0)(5.r—r»-18) ^ ft 
L x í_i 8j+ 48 

solución. Transformemos la primera desigualdad del conjunto a 
la forma: x 3 (x — 10) {x + 10) > 0. Mediante la curva de signos 



l'ig. 19 



Fig. 2U 


(fig. 20) obtenemos la solución de esta desigualdad: I —10, Oí Ul 10¡ 
oo[. 

Consideremos la segunda desigualdad del conjunto. Tenemos: 
( J+ 0) (j i-5*-H8) <0 
(x-3)(x-15) 

Como el discriminante del trinomio «le segundo grado ,.«* — b.i -|- 
18 es negativo, mientras que el coeficiente mayor, positivo, 

x* — 5i + 18 > 0 

con lodos los valores de x y, por lo tanto, después de dividir ambos 
miembros de la desigualdad por x 2 — 5x + 18 y conservando el sig¬ 
no de desigualdad, obtenemos la desigualdad equivalenle: 

_í±”_<0. 

(T—3) (X— 15) 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 21) bailamos la solución de 
la última desigualdad: 1—oo; —0](jl3: 15l. 



Fig. 21 

Uniendo ambas soluciones de cada una de las desigualdades del 
conjunto (íig. 22), obtenernos: ]—oo; Ü](jl3; + ool, es decir, la so¬ 
lución ti el conjunto. 
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ejemplo ii. Resolvamos el conjunto de sistemas de desigualdades 

| .t — 2> 0 í 3x — 9 < 0 
( x 2 <iG ; i 100>x 2 . 

La solución del primor sistema es el intervalo numérico 12; 41. 




mmrn. 




t'ig. 22 


Del segundo, el intervalo mimérico I—10; 31- Con ayuda do la 
recta numérica (fig. 23) obtenemos la unión de las soluciones de los 
sistemas primero y segundo: 1—10; 41, es decir, la solución del con¬ 
junto dado de sistemas. 



Fig. 23 


ejemplo 12 . Aclaremos con qué valores de a las dos raíces de tri¬ 
nomio de segundo grado (a — 2) x 2 — 2ax + « + 3 son positivas. 

solución. Como de acuerdo con el planteamiento, el trinomio tie- 
no raíces reales, su discriminante D^O, es decir, debe verilicarse 
la desigualdad 4 a 2 — 4 (a — 2) (a + 3) ^ 0. 

Según el teorema de Viéte tenemos: 


ii -p3 


l *1 + ** = ^' 

donde x,, x 2 son las raíces del trinomio de segundo grado prefijado. 
Según el planteamiento ambas raíces son positivas, es decir, XjXj > 
> 0, x, -1- x 2 > 0. 

Como resultado llegamos al sistema de desigualdades 
4« 2 —4 (a - 2 ) (« + 3)>0 


n + 3 

a — 2 
2 a 

ii—2 


>0 

>0 
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Í a<6 

— 3; a >2 

a<0; a >2, de donde Imllnmos 

a< — 3, 2<a<^6. 

ejemplo n. Aclaremos con qué valores do a la desigualdad 

•r a -8r+20 

ox*+2(a+l)i+9a+4 ^ 1 


se verifica con todo valor de x. 

solución. El trinomio x 2 — 8x + 20 tiene el coeficiente mayor 
positivo y discriminante negativo, por lo que x 2 — 8x + 20 > 0 
con todas las x y, por ello, el denominador de la fracción dada, o sea 
ax 2 + 2 (a -j- l)x -f- 9a -f- 4, debe ser negativo con toda x. Esto 
os posible si a <. 0 y D < 0, donde ü os el discriminante del trino¬ 
mio ax 1 + 2 (a -|- 1) x -j- 9a + 4. Por lo tanto, el problema 
se reduce a la resolución del sistema do desigualdades 
( a < 0 , 

1 4 (a+ iy- 4a (9a + 4) < 0 ’ ílcl que obt,?nemos 0 < 

4. Desigualdades que condenen una variable bajo el signo de mó¬ 
dulo. Al resolver desigualdades que contienen una variable bajo el 
signo de módulo, en ocasiones es útil el teorema 4 acerca de la equi¬ 
valencia de las desigualdades (pág. 145). 

Sea, p.ej., necesario resolver la desigualdad | / (x) | > | g (x) |. 
llagamos uso que si p (x) es ciorta función, |/?(x)|>0 y 
I P (*) I 2 — (P (*))*• 

Esto significa, que según el teorema 4 la desigualdad | / (x) | > 
> | g (x) | es equivalente a la desigualdad (/ (x)) 2 > (g (x)) 2 . Ade¬ 
más, a veces es útil emplear la interpretación geométrica del módulo 
do un número real. La cuestión radica en que desde el punto geomé¬ 
trico | a | es la distancia desdo el punto a de la recta numérica hasta 
el origen de coordenadas, mientras que | a — 6 | , es la distancia en¬ 
tre los puntos a y b. 

ejemplo u. Resolvamos la desiguldad | x — 1 l C 2. 

solución. i-er procedimiento. Como ambos miembros de la desi¬ 
gualdad dada no son negativos con toda x, después de elevar al cua¬ 
drado obtenemos la desigualdad (x—1 ) 2 < 4, equivalente a la pre¬ 
fijada. Seguidamente, tenemos: x 2 —2x—3 < 0, de donde obtene¬ 
mos la solución: 1—1; 3Í. 

2-do procedimiento. |x — 1 | puede considerarse como la distan¬ 
cia entre los puntos x y 1 en la recta numérica. Por lo tanto, debemos 
indicar en la recta todos los puntos x tales que están distanciados del 
punto con la coordenada 1 menos que en 2 unidades (fig. 24). La 
solución buscada: I—1; 3(. 
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3-er procedimiento. Corno 

í X— I si X— 1>0, 

1 l_ 1 “ | — (x — 1) si x-í<0, 

la desigualdad inicial es equivalente a! conjunto de dos sistemas: 

I x — 1>0 r x—1 *< 0 

U-K2 : 1 _(x-i)<2. 

Del primer sistema obleñemos 1 x < 3, del segundo, —1 < x < 1. 
Uniendo estas soluciones hallamos la solución de la desigualdad da¬ 
da: 1-1; 31. 


__ 

- / I i v 

Fig. 2/. 


ejemplo i‘.i. Resolvamos la desigualdad | 2x — 1 | ¡ 3x -1- 1 | . 

solución. Después de elevar ambos miembros de la desigualdad al 
cuadrado, obtenemos: 

(2x— 1) 2 C (3x -+- 1)* y, a continuación, x (x ■+• 20, de donde 
hallamos: ]— co; —2](J 10; + <x> [. 

ejemplo 16 . Resolvamos la desigualdad U _J >1. 

solución. Esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 

(¡*—i) 2 > ^ 

que puede ser reescrita del modo siguiente: 

•ir 2 -p I2 i-(- 9 ,. — S* s + 24x + 5 ^ n 

*r»-12x-P, ~ >0 ° b,Cn (3z-2)» >°' 

5(x + -i) (*-5) 

de donde -— r . — r> —--<0. 

9 ('-i)' 

Con el método de los intervalos (fig. 25) hallamos la solución 
de la última desigualdad y, al mismo tiempo, de la prefijada: 

]-T : !l>]f: «[■ 

ejemplo 17. Resolvamos la desigualdad | x 2 — 3x + 2 
sí 2x — x 1 . 
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solución. La desigualdad es equivalente al siguiente conjunto de 
sistemas: 

í x 2 -3x+2>0 ( x z — 3x-f-2<;0 

i x 2 —3x + 2<2x —x 2: í —(x 2 —3x + 2)<£2x —x 2 

que al resolverlo, hallamos sucesivamente 

f (x-l)(x —2)>0 . ( I _ i)( a _2)< 0 

( (x-l)(x-2)<° ; 1 x-2^0 

f ,t< 1; x>2 i I <x<2 
1 y<x^2 ’ i x<^2, do donde 

y<x<Cl; x=2; l<x<2. 

Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: ; 2j . 

ejemplo i». 11 eso!varaos la desigualdad |x — 4| -)- | 2x + 

+ 6 I > 10. 

solución. De acuerdo con la definición de módulo, tenemos 
1 x — 4 | = x — 4, si x^s 4 y | x — 4 | = — (x — 4), si x < 4. 



Es decir, para abrir el signo de módulo en la expresión | x — 4 | 
hoy que considerar dos posibilidades: x^ 4; x < 4. De forma 
análoga, | 2x + 0 i = 2x -f 6, si xi> —3 y | 2x -f ü | = — (2x -f- 
-\- 6), si x < —3. De modo que para abrir el signo de módulo en la 
expresión ¡ 2x + 6 | hay que examinar también dos posibilidades: 
x> — 3; x< —3. Así, pues, necesitamos conocer la posición del 
punto x con relación a dos puntos 4 y —3 en la recta de coordenadas. 
Dichos puntos dividen la recta en tres intervalos: ]—oo; —3], 
[3; 41, 14; oo(. Después de considerar la desigualdad dada en cada uno 
de estos intervalos, obtenemos el conjunto de tres sistemas: 

I x< — 3 í -3<x<4 

( — (x —4)-(2x + G)>10 ; 1 -(x-4) + (2x + 6)> 10 } 

í *>4 

( (x-4)+(2x+G)>10. 
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Del primer sistema hallamos x c —4, del segundo, 0<i<4, del 
tercero, x 4. Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: ]—oo; 
—4 ( UJO; -|- co{. 

5. Problemas para la composición de desigualdades. 

ejemplo 19. Un escolar tenía cierta cantidad de sellos. Le re¬ 
galaron un álbum para sellos. Si él pega 20 sellos en cada página, el 
álbum es insuficiente, pero si pega 2.3 sellos en cada página, por lo 
menos, una página quedaría vacía. Si al niño le regalaran un álbum 
absoluta mente igual, en cada página del cual estuvieran pegados 21 
sellos, él tendría un total de 500 sellos.¿ Cuántas páginas tiene el 
álbum? 

solución' Introduzcamos dos variables: íes el número de pági¬ 
nas en el álbum; y , el número de sellos que tenía el escolar. 

Si el escolar pega 20 sellos en cada página, resultarán pegados 
20.t sellos, lo que según ol planteamiento es menos que el número de 
sellos que tañía el escolar, es decir, 20 x c y. Si él pegara23 sellos 
por página, para pegarlos todos sería suficiente (x— 1) páginas, on 
las que cabtían 23 (x — 1) sollos. Según el planteamiento este nú¬ 
mero no es menor que el número de sellos que tiene el escolar, es 
decir, 23 (x — 1)> y. Por fin, en el problema se indica que si rega¬ 
lan al muchacho un álbum en el que están pegados 21x sellos, on 
total él tendría 500, es decir, y -f- 21x = 500- De esta forma podemos 
escribir el siguiente sistema: 

[ 20a: < y 

j 23x-23>.y 

{ 21x+y = 500. 

Expresando y de la ecuación del sistema y poniendo el resultado 
en ambas desigualdades de éste, obtenemos el sistema de desigual¬ 
dades 

i 20x<500-21x 
( 23x-23>500-21x. 

coo *500 

quo al resolverlo nos proporciona -n-x <* -y —. 

HH. 

De acuerdo con el planteamiento x es un número entero. Pero el 
intervalo indicado sólo contieno un número ontoro, 12. O sea, en el 
álbum había 12 páginas. 

ejemplo 20 El recorrido do A a B lo cubro una balsa en 24 h y 
una lancha gasta en el recorrido de A a fí y viceversa no menos de 
10 h. Si la velocidad propia do la lancha se aumenta el 40%, el 
recorrido de A a B y viceversa ocuparía no más do 7 h. ¿ Cuánto tiem¬ 
po navega la lancha de A a B y cuánto do B a yl? 
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soujcion. Sea x kni/h la velocidad de la corricrile del lío (y, por 
lo tanto, la de movimionto de la balsa), y km/li, la velocidad propia 
de la loncha. Entonces, el recorrido do A a D constituye 24x km, 
mientras que el tiempo en que está en movimienlo la lancha do /I ¡i B 


y viceversa constituye (li. Si la velocidad inopia du 

y—xl 1 1 

la lancha se lince igual a 1,4// km/Ii, la distancia enlre ,1 y B y 
viceversa ocupará ( x f ¿y —, ) Según l ‘l pluiilcamienlo, 


el primor tiempo es no menos do 1Ü li y el segundo, no más de 7 U. 
Así, pues, llegamos al sistema de desigualdades 


24i 


^->10 


y+x u—x 
2t , 2Ax 


:d 


\,/¡y-\-x ' \/,ij — x' 


:7. 


En cada una de las fracciones que tenemos dividamos el numera¬ 
dor y denominador, término por término, por a: o introduzcamos la 
nueva variable í — . Como do acuerdo con el sentido del problema 

y > z, t > 1. Así, pues, obtenemos un sistema do desigualdades con 
relación a la variable t 


t ;> i 

v 

H-l 1 

Vi 

1 / 0+1 


Vi 

/ —1 


>10 




V, 

1 M — 1 


^7- 


Como f>l, los denominadores de las fracciones en las desigual¬ 
dades segunda y tercera do este sistema son positivos y, por ello, 
eliminando los denominadores en dichas desigualdades y efectuando 
las transformaciones necesarias, obtenemos 


*>1 

5¿ 2 — 24/ — 5<^0 y, seguidamente 

49/ 2 — 240í — 25 > 0 . 


¿> 1 

5(/-5)(/-|-i)<0 
49 (í_5)(/ + |¡)>0. 


La solución dol último sistema es el valor do i = 5. En el pro¬ 
blema hay quo hallar el tiempo de desplazamiento do A a B y de 11 
a /l. El tiompo consumido para el desplazamiento de /I a B se ex¬ 
presa con la fracción —j- y, por lo* tanto, es igual a4li. El tiempo 
necesario para cubrir la distancia entre B y A se expresa con la frac- 
C10n 1 —r y ’ 1)or consl g ui en!e, es igual a 6 li. 


1 1-0204 
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EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes desigualdades: 
x (z — 1)* > 0.'83G. (2 - r) (3r -|- 1) (2x — 3) > 0. 

(3* - 2) (.r - 3)-’ (x -|- l) 3 (z -I- 2)* < 6. 

x s — 25 <C 0. 839. i 3 — G4x :> 0. 840. x* 4- 10^ 7.r. 

x* — ~x <i 3. 842. — x* — 10 + 8x > 0. 

X 5 -j- 5x -I- 8 > 0. 8Vi. X* -I- SjP H- 120. 

(j — 1) (x* — 3x -|- 8) < 0. 

(r — t) (x* - 1) (.r 3 - 1) (*« - l)< 0. 

<*-1i(3x-2) _ „ (xH-l)(x+2)(x+3) 

5-2x >U * 8 (2x— 1) (x+4) (3— z) • 

(16 _ x») (x 1 + 4) (x 1 -1- i -I- 1) (x 1 - x - 3) sS 0. 

(x* — 4) (r 1 — 4x + 4) (t* — Ox 4 8) (x 1 + 4x 4- 4) < 0. 
(2x* — x — 5) (x* - 9) (x* - 3x) < 0. 

■¿EiSür** • 


X 3 — x 5 -|-x — 

i. 

fi r >7 

JÍ - 2 ‘ 2 - 8 

x + 8 

3x — 2 ., 

K p i<) 

O*'* • 

7r-4 

x* + x-l ^ 

- > I «60 — <r — 

2-r — 3 


x-t-2 

i. 80U. r < 3 . 

2.x* -|-18x — 4 

. ? * 

o/;? . 

1 | _2_^ 3 

.t* +9x4-8 


cu- • 

x —|— 1 1 j + 3 ' x-f-2 • 


■r + 1 3 1 2 1 . , 

• t=2- > t=t~t* 864 • i— r-THrr >3 - 

. 1 3 

3x — 2 — x 2 7x — 4 —3* 1 

3 , 25x — 47 3 

• Ox 1 —x— 12 "" KU-I5 3x4 • 

2 — t . 1 — 2 c 

■ x*+x 2 ** **-3.** • 

1 2 „ 1 — 2x 

‘ x+l **—* + 1 ** r’+l * 

10(6— r) II C — x 5(0 —x) 

• 3 (x—4) 3 ' x — 4 x-2 • 

Resuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 

3z-|-5 10— 3* _ 2x + 7 148 

7 ' 5 > 3 21 

7x 11 (t +1) ^ 3x— 1 13 —z 

3 O > 3 2 

( 3—7x , x + 1 _ , 7—3* 

. - 3 -IÍT-+— >4 -2“ 

l 7 (3.r — G) -1 4 (17 - x) > 11 - 5 (x - 3). 
f 2.r — 11 , l<J-2x 

~4 + 2 R „ /**-4x4-3 <° 

' 1 >4- ( *-> ) +t. U - 4<0 - 


i i r — . 

3 

Í3- 3 -7 
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2x 2 -| 2< 5x 


7-. Í I<J 
7 °- \x 2 >7. 


878. | 


£§■<> 

, 877 . 4* —2<**+l <4x + G. 

, ¿x ±± < 2 . 

3i —2 

(2x+3)(2* + J)(x-l)<0 
(* + 5)(x+l)(l-2*)(*-3)>0. 

(x 2 + 12* -1- 35) (2* +1) (3 — 2x) > ü 


/ (**+12* + 35)(2*+l)(3- 
\ (x 2 — 2x— 8) (2x — 1) >0. 


¿i» 

^ z*-|-2x —8 
5x — 7 x , 3* _, 

x — 5 5 — x x 1 — ¿u 


(x -h 2) (t - — 3 t 8) 
x 2 -9 

1 -*!—><). 
z s -(- 2x —8 


(. r _ 1 )3 ( ^_/, )Mj 2_0 ) 3 (l 2.|. 1) ^ 

(1—3*)(**—*-«Hz*-3z+lC) ~ 

2x 2 +x-16 ^ 

*’+■* 

Hallen los campos <le definición de las siguientes funciones: 


885. i (z)— j/ 


886. I (z)= ]/ (I * + 0 + log (z»~4z-h4). 

“■ '<»>=)/ 

“*■ v' • í! í5Íff l +’ /3 ~ s ' 

88». /w-iog (,, +f + +^- ' ' ) +- j ¿ r +‘,-sw=ra. 

Besuelvan los siguientes conjuntos de desigualdades y sistemas de desigual¬ 
dades: 

890. {*—J)<*—2)(x—3)<0; **<i. 

892. z*-5z + 8<0; z 2 -3r+C<0; x 2 <l. 


893. 5x—20sSx 2 <8x; 1 < 

í x 2 — 5x+6> 0 r 

894. I 3z—21 •, < 


3x 2 -7z + 3 


í x 2 —5z+6> 0 

f 2x + 3>i 

( x 2 +9x —20 

< 3.-21 ; 

_L , i o ; 

1 

H 

l x 2 -(-x-(-4 < 

IT 1 T >0 

lx 2 + 18>5z. 


it» 
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. ¿Gnu que valores (le a el Irtnnmio (le segundo grado i 2 i (a -)- i) x + 
-|- 11,-i — !j, ¡ó no licne raíces reales; b) sólo tiene raíces negativas; r.) sólo 
tiene raíces positivas? 

. ¿Con »(«((.' valores de n el trinomio de segundo grado (o 3 — a — 2) x 3 + 
-|- lia.r | o 3 — 27 tiene raíces de signos opuestos? 

. ¿Con que valores de a la desigualdad — —¡A¡- < ! se verifica con 

luda tí 

. ¿Con qué valores de a el sistema de desigualdades —6 < - f2 _ ■ < ' l 

se verifica con toda xl 
lU’suehau l is Siguientes desigualdades: 

. lr + r.| >ll. 5)00. 12.* —51 <3. 

. |3.r— 11 5- 1*02. |2x—4|^i. 

. |2.r-1| C |4r-l~11004. 11 — 3x| - |2r+3| > 0. 

• I” • !,0G - |t—2*1 >3—ar. 

X i - t. ] | X 1 

. |I+8| «¿3* —1. 008. |4-3x|>2— x. 

. |2r-3| ís*¿r-3. 910. ]0 j-* ~2x-|- 11 < < • 

. |f>x 3 — 2.i | 1|s£i. 912. |-2x s + 3r + 5| >2. 

1 £-1-2 I . I 2x-3 I 


2 x-.l 1 - 
x s — 3r+2 
x 4 + 3x-l-2 


<3. 914. 


r*—3x — 1 
■»*H x-1-1 


>1. ‘918. a 3 |-2 |x|-3<0. 


x*-|-n |x| — 24 > 0. 920. |r 3 —3x—15| < 2x 2 — x 

|i 3 -|-x-M"l s;3** + 7*-|-2. 

, |2x 3 + r-l-lil >i 3 — 5x-j-C. 

14x*—fjLT-l-r»! > —**+*—3. 

, ~ & 2 . 923. |x-0l> l-t*-lw + 9|. 

j-—iix-|-¡t r. —3 

. |xH- |r-I| < 5. 929. |x-|-11 -|-| * — 2| >5. 

|2x + i| — |5t —2| >1. 

13-r-ll I- |2x-3|-|x + 5|<2. 

I x — 11 -h 12 — r 1 >3 + *. 

|| 2.r-|- ] | -fi| ;> 2. - 934. || x-3 | -f- i | > 2. 

, ||x_t |+x|<3. 9315. ||x —2|—r+3l<5. 

|2.r — ||t x | 21 <4. 

t 3 ~ 2 j-|_1_ I , I x — i I _ j 2 < „ 

-t 3 -4x |-.i | r| x _ 2 | 

Ilcsiielvan los problemas: 

l:oi dos cajones hay más de 29 piezas iguales. )il número de piezas en el 
primer cajón, dismiuuido en 2, más de 3 veces sobrepasa el numero do 
piezas en el segundo cajón. 1S1 numero triplicado de piezas en el primer 


—12 < ti. 
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cajón supera el número doblado de piezas en el segundo cajón, pero no 
más que en 60. ¿Cuánlas piezas hay en cada cajón? 

1)40. En dos brigadas, conjuntamente, hay más de 27 personas El numero de 
miembros de la primera brigada más de 2 veces sobrepasa el número do 
miembros de la segunda brigada, disminuido en 12. I'l número de miem¬ 
bros de la segunda brigada más do 0 veces sobrepasa el numero de miem¬ 
bros do la primera brigada, disminuido en 10. ¿Cuántas personas hay en 
cada brigada? 

041. Si los pioneros de un campamento se forman en una columna con S perso¬ 
nas en cada fila, una de tas filas quedará incompleta. Si se forman con 
7 personas en cada fila, habrá dos filas más, pero todas serán completas. 
Pero, si la formación se realiza con 5 personas en cada fila, habrá 7 filas 
más, pero una de ollas será incompleta. ¿Cuántos pioneros hay en el cam¬ 
pamento? 

942. Hay cierta cantidad de alambre. Si él se enrolla en bobinas que contengan 
800 m de alambre cada una, 1 bobina no estará enrollada por completo. 
Lo mismo pasará si sólo empleamos bobinas que contengan DUO in do alam¬ 
bre. con la particularidad ilc que liará falta 3 bobinas menos Pero, si el 
alambre se enrolla sólo en bobinas de una capacidad de 1100 m, se necesi¬ 
tarán G bobinas menos, pero todas ellas estarán ocupadas pul' completo. 
¿Cuántos metros de alambre bahía? 

943. Si un líquido se ceba en botellas de 40 1 do capacidad, con ello mi» botella 
quedará no del lodo llena. Si ese mismo liquido se echa en huidlas do 50 1 
do capacidad, so necesitarán 5 botellas menos y todas ellas estarán llenas 
Si el líquido so echa en botellas de 70 1 de capacidad se necesitarán 4 bote¬ 
llas menos, pero, «lo nuevo, una botella no estará llena del lodo. ¿Cuántos 
litros <le líquido bahía? 

944. A dos brigadas con un efectivo total de 18 personas fue encargado nigiiiii- 
zar la guardia continua do 24 horas, cada vez con una persona, en el trans¬ 
curso do 3 días, Los primeros tíos tilas llevaron la guardia los tuieinlu'ns do 
la primera brigada, dividiendo entre sí, por parles iguales. Indo eso l lem¬ 
po. Es conocido, que en la segunda brigada había 3 muchachas y. los tliunás 
Hinchadlos, con la particulari dad do que las primeras liiricioii guardia 1 ho¬ 
ra cada una y los segundos, dividieron el tiempo restante cutre ellos, por 
parles ¡guales. Al calcularlos resollados, resultó que la sum í de horas de 
guardia de cada muchacho de la segunda brigada y de cualquier miembro 
de la primera, era menor que 9 h. ¿Cuántas personas había en cada brigada? 

945. Al comprar varios libros iguales y cuadernos del mismo tipo, pagaron por 
los primeros 10 rublos 56 kopeks y por los segundos, 5(¡ kopeks. Fueron 
comprados G libros más oue cuadernos. ¿Cuántos libros compraron si el 
precio de un libro es 1 rublo mayor cjue el de un cuaderno? 

94G. Un grupo de 30 estudiantes daba los exámenes. Con ello se ponían las 
notas: 2, 3, 4, 5. La suma de las notas obtenidas era igual a 93, con la 
particularidad de que «treses» Imbo más que «cincos» y menos que «cua¬ 
tros». Además, el número de «cuatros» se dividía ñor 10. el numero de «cin¬ 
cos» era par. ¿Cuántas notas de cada tipo recibió el grupo? 

947. Un grujió do estudiantes decidió comprar un magnetófono de un pin ¡o 
desdo 170 basta 195 rublos, l’ero, en el último moinenlo dos estudiamos se 
negaron a participar en la compra y, por ello, cada uno de los róstanles 
tuvo quo dar 1 rublo más. ¿Cuánto costó el magnetófono? 

948. Un artículo de superior calidad es más caro que un artículo de primeia 
calidad, cu cuanto éste es más caro que un articulo de segunda calidad, 
pero esta diferencia en el precio no sobrepasa el 40% del precio del artí¬ 
culo de primera calidad. La empresa pagó 9GOO rublos por los artí¬ 
culos de superior calidad y esa misma cantidad por los artículos de segunda 
calidad. La cantidad total de todos los artículos comprados constituía 
1409 unidades. ¿Cuánto cuesta un artículo de primera calidad? 
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§ 17. Desigualdades irracionales 

Al resolver desigualdades irracionales se utilizan los mismos pro¬ 
cedimientos que para la resolución do ecuaciones irracionales: ele¬ 
vación de ambos miembros de la desigualdad a una misma potencia 
natural, introducción de nuevas variables (auxiliares), etc. Pero la 
diferencia de principio entre la resolución de desigualdades irracio¬ 
nales y ecuaciones irracionales, consiste en que al resolver las desi¬ 
gualdades la comprobación por sustitución, por regla, es irrealiza¬ 
ble, ya que, generalmente, la solución de la desigualdad es un conjun¬ 
to infinito. Esto quiere decir que al resol ver desigualdades (y no sólo 
irracionales) hay que prestar atención a que las transformaciones 
que se realizan conduzcan a una desigualdad equivalente. 

Cualquier desigualdad irracional, que contiene una variable bajo 
el signo de la raíz cuadrada, so reduce, en fin de cuentas, a la desi¬ 
gualdad do la forma |// (x) < g (x) o bien // (x) > g (x). Por lo 
tanto, primeramente, examinemos el problema de la resolución do 
desigualdades «lol indicado tipo. 

Consideremos la desigualdad 

l 7 /(*)<£(*)• (I) 

Está claro, que toda resolución de esta desigualdad es, simultá¬ 
neamente, la solución de la desigualdad f 0 (con esta condición 
queda determinado el primer miembro de la desigualdad) y de la 
desigualdad g (i) > 0 (ya que g (x) > |// (x) ^ 0). 

Asi, pues, la desigualdad (I) es equivalente al sistema de desi¬ 
gualdades: 

í /(*)>o 

{ >0 

1 V l(x)<g{*), 

donde / (.r)^; 0 y g (x) > 0 son ios corolarios de la desigualdad (1). 

Como en el conjunto, definido por las primeras dos desigualdades 
de este sistema, ambos miembros de la tercera desigualdad del siste¬ 
ma sólo toman valores positivos, su elevación al cuadrado es, en 
el indicado conjunto, una transformación equivalente de la desi¬ 
gualdad (i). De este modo, llegamos a la conclusión de que la desi¬ 
gualdad (l) es equivalente al 

/(*)> 0 

/(*)<(*(*))*• 


sistema de desigualdades: 
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De forma análoga la desigualdad Y /(z)^g(x) es equivalen le 

r n *)>o 

al sistema de desigualdades: < g(x )^0 

l /(*)<(g(x))’-. 

Ahora consideremos la desigualdad de la forma 

Vil*)> S(x). ( 2 ) 

1 /(a):> o 

Ella es equivalente al sistema de desigualdades: i , ,• 7 —— , . 

I V/(*)>£(*). 

pero a diferencia del caso anterior, g (x) puede lomar lauto valores 
positivos como negativos. Por ello, después de considerar el siste¬ 
ma ( 2 ), en cada uno de los dos casos g (x) < 0 y g (x)^* 0 , obtene¬ 
mos el conjunto de sistemas: 


d (*) < 0 

/(*)> o 

//(*)>*(*) 


(*)>«> 

/(*)>0 

j// (x) > g (x). 


En el primero de estos sistemas la última desigualdad puede omi¬ 
tirse como corolario de las dos primeras; en el segundo sistema ambos 
miembros de la última desigualdad pueden elevarse al cuadrado. 

Así, pues, la desigualdad (2) es equivalente al conjunto de dos 
sistemas de desigualdades: 


a (*) < o 
/(*)>ü ; 


/(*» 0 
/{*)>(*(*))*. 


Señalemos que la segunda desigualdad del segundo sistema puede 
omitirse, ya que ella es el corolario de la última desigualdad del sis¬ 
tema. 

bj emulo 1 . Resolvamos la desigualdad j/2x — 1 <1 x-|- 2 
•solución. La desigualdad dada es del tipo {1), Por osla ra/ún, 

f 2 z—IXi 


ella es equivalente al sistema de desigualdades: < x+ 2">0 

{ 2 x — 1 < (x- 1 - 2 ) s . 


es decir, el sistema ; x ^ > _ 2 

[ x 2 -f- 2x-|-5 > 0. 

Como el trinomio de segundo grado x* -p 2x -\- 5 tiene discrimi¬ 
nante negativo y coeficientes mayor positivo, él es positivo con todos 


*>T 
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los valores de x. Por ello, la solución del úllimo sistema, es decir, 
de la desigualdad dada -f c©|\ 

k.i ií!Mn..i.i i. Resolvamos la desigualdad \í (x-\-2){x — 1) > 2 (x-|- 2). 
soiajcjOn. Como la desigualdad dada es del tipo (2), ella es equi¬ 
valente al conjunto de sistemas: 


í.t -l-2) (.t-!)>(> 
2 (/ -f- 2) <r 0 : 


(r-|- 2) (x-J)^O 

2 ( x 2)>0 

(x- 1 - 2) (x-1)>(2(x+2)) 2 . 


Del primer sistema hallamos x <Z —2, del segundo, x = —2. 
Uniendo las soluciones de los sistemas del conjunto, obtenemos 
| _ oo; — 2]. 

i;.i emulo 3 Resolvamos la desigualdad 

l/5í-l/2lTT>1. (3) 

souiuo.N. La desigualdad (3) es equivalente al siguiente sistemo: 


3*>0 

2.r-|- 1>0 


[/3x- |/2.1-1- l>(. 


(4) 


Es conveniente icescribi r la últ ima desigualdad del sistema (4) 
en la forma \ r 3x~¿» 1 + ]/2x -|- I, en donde ambos miembros son 
positivos y, por lo tanto, la elevación al cuadrado de los dos miem¬ 
bros déosla igualdad será una transformación equivalente. Así, pues, 
del sistema (4) pasamos al siguiente sistema equivalente a él: 

x>0 


(/SzS&ii + yHz+iy 


o bien 




A continuación, tenemos 




Í~i >0 

2x+l<(|-l)\ 


de donde obtenemos [12; -f- oo[ que es la solución del último 
sistema y, al misino tiempo, de ia desigualdad (3). 
ii.i mari.o 4. Resolvamos la desigualdad 


y 2x + 5 + Vx— 1>8. 


(5) 
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solución. La desigualdad (5) es equivalente al sistema. 


lfit> 


2x+r,>o 

.r—l>0 (0) 

l/2r + r.H-\/x-l>8. 


Ya que ambos miembros de la última desigualdad del sistema ((i) 
sólo toman valores negativos, el sistema (tí) es equivalente a tal 
sistema: 

2x+r»^o 

i—J>0 

W2¿+i+y~iy>M 


\ *>i 

1 2 Y 2x l -I- 3a- - 5 > 110 - - 3a . 


(?) 


La segunda desigualdad del sistema (7) es del tipo (2), por lo que 
(7) os equivalente al siguiente conjunto de sistemas* 


x.> t 

GO—3*>0 

x 2 ~ 372x4-3020 <0 


A-> 1 

C0 — 3x < 0. 


Notemos que con 1 la desigualdad 2a 2 4 -3a — 5 Js 0 es 
cierta (ya que 2a 2 3a — 5 = (2a +5) (a — 1)), por lo que id 
último conjunto de sistemas de desigualdades es equivalente al 
conjunto: 


x > 1 , - < 
A <20 ; \ X ^} 

(a — 10) (a — 3tí2) < 0 lx > 20 


Habiendo resuelto este conjunto, obtenemos: 10 < x sá¿ 20; x > 
>20. Uniendo estos resultados, obtenemos 110; -|-oo|, que es la 
solución do la desigualdad (5). 

ejemplo s. Hesolvamos Ja desigualdad 

A 2 4 - 5a 4 - ó < 5 v x ¿ 4 - 5x 4 - 28. ( 8 ) 


solución. Haciendo y = Y^x z -\- 5a 4- 28, bailamos que a 3 4-5x4- 
4-4=i/ 2 —24. Entonces, la desigualdad (8)se transforma a la forma 
y 2 — 5 1 / — 24 < 0 y, a continuación, (y — 8) (y 4- 3) < 0, de donde 
obtenemos — 3 < y < 8. liemos llegado al siguiente sistema de de¬ 
sigualdades: 


— 3 < / a 2 4- 5x+ 28 < 8. 
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Como Y x2 + 5a: 1-28 > 0 con lodos los valores lo tora bles de x, 
con mayor razón ]/ x 2 + 5x-f- 28 > — 3 con toda x del campo cíe 
definición de la desigualdad (8) v, por lo taulo, es suficiente resol¬ 
ver la desigualdad 

V?+5*+28 < 8. 

lisia desigualdad es equivalente al sistema 0 ^ x 2 -(- 5x -}- 28 < 
< 04. Como la desigualdad a' 2 5x 28 0 se cumple con toda x 

(el trinomio de segundo grado x 2 -|- 5x + 28 tiene discriminante ne¬ 
gativo y coeficiente mayor positivo), el último sistema es equiva¬ 
lente a la desigualdad 

x 2 -1- 5x — 3(i < 0 ó bien (a- + 9) (x — 4) < 0, 

de donde bailamos: |—9; 41, que es la solución tic la desigualdad (8). 

EJBMl’LO o Itesuelvau la desigualdad 

(9) 

solución. Examinemos la expresión q> (x) = j/ 1 -(-x -|- 1. Como 
‘I 1 (x) > 0 con todo valor tolerable do x, si ambos miombros de la 
desigualdad (9) so multiplican por tí- (x) y se conserva el signo de de¬ 
sigualdad (9), obtendremos una desigualdad equivalente 

X *( |/ í+ * + •) > (/h-x— i) (Y i) (|/ TTx +1). 

A continuación, tendremos: 

X x (V TTTt +1) > ((V T+í )■- -1) (/1~ +1). 

-i- X(/ l + X-h l) > X ( 1 —X-1-1), 

x(/í+*+1-4 (/!=*+ 1)) > 0, 
x (\/T+i-A\/—x-3)>0. (10) 

La desigualdad (iU) es equivalenlo al conjunto do sistemas do de¬ 
sigualdades: 


x c 0 

Y 1 -(-x<4 Y\ — x + 3. 


x > Ü 

V"Ti~x> 4 y —X + 3 ’ 
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que, a su vez, es equivalente al conjunto: 


o bien 


x> ü 
l -I- x > 0 
l-x> 0 

y l + z > 4 l 7 1 —x +3 

0<x< 1 

yr+i>4v , r=í+3 ; 


x< o 
i + * > o 
1 —x > 0 

/1 + x < 4 J 1 — j: + 3 

-l<x<0 

yr+x<4 y t=i+3. 


(ii) 


bl primer sistema del co njunto (11) no tiene soluciones. En efec¬ 
to, si U < x ^ 1, y 1 +x<y2, entonces y 1 + ,r <T 3 y, ron 
mayor razón, Y\ + x «C 4 Y 1 — x +3, lo que contradice a la se¬ 
gunda desigualdad del sistema. El segundo miembro del conjunto (11) 
tiene la solución — 1 ^ x ■< 0, ya quo os fácil observar que con 
estas x la segu nda de sigualdad del sistema es cierta (en efecto, si 
— x<0, j/ i + x <, 1 y, entonces, coa mayor razón, [' 1 + j < 
<4/1 -* +3). 

Asi, pues, la desigualdad ('.)) tiene las siguientes soluciones: 
1 — 1 ; 01 . 

ejemplo 7. Resolvamos la desigualdad 


y*—2+y 3 —x> y«—i — yo—x. (i2> 


solución. La ofrecida desigualdad es equivalente al siguiente sis¬ 
tema de desigualdades: 

x-2 ^ 0 
3 — x > 0 
x — l > 0 
6 — x 0 

y *—2+y 3 =í > y ¿=t- y g=¿ 

(2<x< 3 

obie " \VT^ + VS=i>V^=l-V^=i- «31 

Como 2 ^ x ^ 3, x— 1 2 y, por lo tanto, Y x — 1 ^ 1 2. 

Seguidamente, G — x^3, por lo que y0 — x } 

Así, pues, yx-l-y 6 -x<y2-.y3y, con mayor razón, 

yx-t- ye-x <o._ 

Pero Y x — l + y3 — x > 0 y, por consiguiente, la segunda 
desigualdad do! sistema (13) se verifica con lodo valor tolerable de x 
del campo de definición de la desigualdad (12), es decir, el siste¬ 
ma (13) y, junto con él, la desigualdad (12) tienen la solución [2; 31. 
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EJERCICIOS 

Resuelva» las siguientes desigualdades: 

949. V / 2í-n <-5. 950 • Y3x— 2> 1. 

l/TS?* 2 - ,J52 ' / 

953. Y 2*+ K> < 3x —5. 934. ]/(*—3) (* +l) > 3 (*+ 1). 

955. l/(i+4) (2* — 1) < 2 (z+4). 950. r'(r + 2) (x-5) < 8-*. 

_.... V17-15*-2** 

957. /x 1 — *— 12<*. 9o8. -- >u - 

959. Y 9x —2il<*. 90U. }/**—4x > x —3. 

901. Y 3** —22* > 2* —7. «02. /*»-&* +6 <*+4. 

903. V r 2*“-|-7*-l-5ii>i — 3. 964. /x+ 1 — Vs — 2^ 

905. /*-1-3 — Yt—h 'Se 2. 900- | X * — 1 -|- / * + 2 < 1. 

907. V 3*1-1 + 1' x —4 — Y 4* -1-9 < «. 

908. 2 /7+"í - l'^í > 2 /.t- 3. 

909. /*-3+ /8 x^5. 

97Ü. y 17—4* + Y * — 5 / 13* + 1 - 

971. 1/7+0> y*—1+ y2*-5. 

1)72. y* —2— l/j+3 —2 /? ><>. 

973. V"2 Vl + x-V¿ Y7-r>r*S. _ 

974. *»+ |'* 2 +11<3I. 975. —\ 7- ^ ■ 

<J/ "-TT+2 <I_8 V -T+T-V lü=T > -iT- 

978. (r + 5)lr — 2)+3 Ye (x + 3) > 0. 

979. y* z — Jc + 5 + x 1 <3 x + 7. 

980. 2* 2 — r'(* — 3) C¿x — 7) < 13*+ 9. 

981. /S+7S ¡ +?<x+l. 982. (!+*») yx« +l >«»- !• 

983. 5 7+5 + 2> ? 7^3. 984. V 1 + \'~x<2- V l- /*• 

985. 1 7^2+ J Ó7I7> y2. 980. y/i-4i a +* ° > -t - ? 2. 

987. /*4_27*+T> I-*- !)88 - l / 3** + 5*+7-y3**+5*+2>l. 

989. —J=rr -y'7^7 <2. 990. (* - 3) y* 2 -4 < ** -9. 

»-XVs-;ys>°- 

“• wY^ + l=lk=z > ±- 

J^S-+/rr s > 

i- *—3 y *-3 


993. 
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994. Yr* +3x+4 + YX +1 > — 3. 

095. /x=+3r + 2- \'x* - i |-1 <1. 

Resuelvan las siguicnles ecuaciones: 

99G. j/r + 5-4 V * + l +Vx-\-Z—2 |' , i+T=l. 

997. Yt—Z Yx^+Vx+3—A l r x—\ = I . 

998. Y * + 2 + 2 /Í+Th-Vt + Z-Z l r ^n=2. 


§ 18. Desigualdades exponenciales 

La resolución de las desigualdades de i a forma 

*/(*> > „*(*>, 

donde a es un número positivo dislinlo do 1 (ollas se denominan et/xi- 
ncnciales), se basa en los siguientes Icoremas: 

teorema i. Si a > 1, La desigualdad a /< ' v, > u'' |A) es c<¡ntoalenle 
a la desigualdad / (x) > g (x). 

teopema 2 . Si ü< a < 1, la desigualdad a'<*> > «*(*> es ci/ul- 
valentc a la desigualdad / (z) < g (i). 

ejemplo t. Resolvamos la desigualdad 

3/ S*- 1 »-3 

V 2*-' <8 31 - 7 - (1) 

solución. Transformemos la desigualdad (1) a la [orina 

3x-1 3 <*-3) 

23o.-i)<2 i*- 1 ■ 


Según ol Lcorcma 1 la desigualdad (1) es equivalente a 

3-r— 1 ^ 3(r~:i) /o\ 

T(*-l f< :«*-7 

(las desigualdades (1) y (2) lieneii igual sentido). De la desigualdad 
(2) obtenemos consecutivamente: 


3* —1 3t—9 

3r— 3 3r— 7 


< 0 , 


12r —2<i 


(3x—3) (3 -t — 7) 


:o, 


tx—n ( r —y 


Habíendo resuelto la última desigualdad según el método do los 

5 7 

intervalos, obtenemos (iig. 26): ¡—oo; 1[ U 1 \ l, que es la so¬ 

lución de (í). 

ejemplo 2 . Resolvamos la desigualdad 

(0,04)**-**-® <625. 


(3) 
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solución. Como 0,04 = -^L-=~ = 5“ 2 , la desigualdad dada se 

1UU 

puede escribir en la forma 

( 5 - 2 ) 6*-**-8 <; 54 _ 

De acuerdo con el teorema 2, la desigualdad (3) es equivalente a 
la desigualdad 

2z J — 10* -j- 1(3 < 4, (4) 


{las desigualdades (3) y (4) tienen el mismo sentido). Después de resol¬ 
ver Ja desigualdad (4) obtenemos: 12; 3| que es la solución do (3). 



ejemplo j. Resolvamos la desigualdad 

2 *+* — 2'* 3 — 2“ 4 > 5* 41 — 5* 4l . 

solución. Consecutivamente obtenemos: 


(5) 


2 m (1 —2— 2 2 ) > 5 V+2 (5-* -1), 2* 43 (- 5) > 5* 42 ( - -y), 


2*'* 4 

<"25 


o bien 


2 \*+2 


( 4 ) 


< 



Como ü< y<l, la última desigualdad es equivalente ni | 
2 > 2, de donde obtenemos: JO; -foo| que es la solución de (5). 
ejemplo 4. Resolvamos la desigualdad 


(0,5)*— I 1 — (0,3) v+1 


solución, llagamos y = (0,5)*. Entonces, la desigualdad dada 
toma la forma 

1 _ 1 > o 

¡,-1 1 — 0 , 51 / ^ U ’ 

de donde, después de transformaciones, hallamos: 


4 
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Con ayuda del método do intervalos (fig. 27) hallamos. 1 <' y 



Así, pues, el problema so ha reducido o resolver los siguientes 
conjun tos: 

i<<0,5)« y; (0,5)*>2 
o bien (0,5)° <(0,5)* <( 0 , 5 )'°^; (0,5)*> (0,. r »)-‘. 



»[ 

(¡ue es la solución de la desigualdad dada. 
ejemplo s. Resolvamos la desigualdad 

8* -f-18* — 2-27 ít > 0. (0) 

solución. Escribamos (0) de la forma siguiente: 

(2 X ) 3 + 2* (3*)* - 2 (3 V ) J > 0 

v, haciendo u = 2*, v = 3*, obtenemos una desigualdad homogénea 
de tercer grado: 

ii 3 + uv 1 — 2v* > 0. (7) 

Como u = 3*, v>0y, por lo lanío, la división de ambos miem¬ 
bros de (7) por u 3 (convervando el signo de la desigualdad (7)) es una 
transformación equivalente. Habiendo ejecutado dicha transforma¬ 
ción, obtenemos: 

(T)' + f- 2 > 0 - 

Haciendo z = — , tendremos z 3 + z —2>-0 y, seguidamente, 

(z —1) (z 2 -|-z-}-2) > 0, de donde z> l. 

De este modo, el problema se lia reducido a resolver la desigualdad 

£>••««■ (t)‘>(4)°- 


Del último conjunto hallamos: J — oo; — U [^logo.j-r 
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Ya que Ü<C —<í» de la última inecuación obtenernos: 

1 — oo ; 0 (que es la solución de (6). 
ejemplo fi. Resolvamos la desigualdad 

(X* +z +1)* < i. (tí) 

solución Como el discriminante del trinomio de segundo grado 
x 2 -j- :c -|- l es negativo y el coeficiente de x 1 , positivo, x 2 -f- x -|- 

-f- 1 > 0 con todos ios valores rea¬ 
les do x. Por osla razón, el segun¬ 
do miembro de (8) puede represen¬ 
tarse como (x 2 x -|-1)° y escribir 
la desigualdad (8) do la forma si¬ 
guiente: 

(.r* -f x -l-t)*< (x 2 -|-x -1-1)°. 

( l J) 

A esta desigualdad no os po¬ 
sible aplicar ni el teorema 1 ni el 
2, ya que sabiendo que x* -+- x + 
• -1- 1 >0, no sabemos qué es mayor: 

x* x -\- 1 ó bien 1. Si x 2 x -f 
1 >1, a la inecuación (9) es apli- 
28 cable el teorema 1; si x 1 -j- x 1 < 

< i, a (9) podemos aplicar el teo¬ 
rema 2. Asi, pues, son posibles dos rasos: ü < x* -|- x -f 1 < 1 o 
bien i ! -t-x -f 1 > 1. 

listo significa, que la desigualdad (9) es equivalente al siguiente 
conjunto de sistemas de desigualdades: 

U z + x+ i < 1 |x* + x+ 1 > 1 

(x ■> 0 ' i x c 0 

j x (x-|- l) < 0 jx(x+l)>0 

ota , M *>0 ¡ U <0 

El primer sistema no tiene solución; del segundo, obtenemos: 
1—oo; —U que es la solución de (8). 
ejemplo 7 Resolvamos la desigualdad 

2 X > li —x. 

solución La función y = 2* crece, mientras que la función y — 
= 11 —x decrece por toda la recta numérica. 

Está claro que x — 3 es la raíz de la ecuación 2' = li — x. 
Entonces, 13; -|-oo[ es la solución de la desigualdad dada 
<«ig. 28). 
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EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes inecuaciones: 

999. O* - * <216. 1000. (log 3)»*- 7 > (log 3 !■»)»*«. 

1001, 2*-5 x > 0,1 (10*~ 1 )*. 1002 . 2 i1 ~ c, - 2 - s > 1G J rr ¿. 

J- (x)~ ,X+21 ^ 81, *004. <»>,5)*-*>6. 


1003. 


1005 . ( 0 , ( í ))* 8 ' 1 >{ O i 6 )) !C,+0 . 1006 . 0 , 3 2 +<+ g + ---- , - 2 jc > ii i 3 ’*. 

1007 * ( ■5-) < \ T ) < (“!r) • 1008 . 1 < 3 |xJ_r ' <; 9. 

i»X+JL.±+ . +(_„«•+ _ 

1000. 0.02 2 * 8 _ 2 ” <1 / I>,02 3 * 5 H-5i<1. 

1010. Y 3* -61 — 7 ^ 162. 1011. 8**‘—8«-i > 30. 


1012. 2***_2*-*>15. 

1014. O 2 *' 1 > 5*-1-4. 1015. 


4(i-2) 

1013. 4* — 2*í*- , )+8 3 


> 52. 


1 


•<-.T 


1 


3*-|-5 " 3*** — í 

1017. 36* — 2-18*—8-9 v : 
1018. 4 ! * M + 2**“<4.8 xH . 10(9. 4* ,, .»+0*<0** 1 . 

1020. 2 lx, 2 + 6* — 2-3**»* >0. 


10IG. S^+fK/^' + G 17 *. 


1021 


■ íir+3(ir-Hir+'.*>". 
1022 . 2 ‘*~ — 2 **— 2** 1 — 2 ^ 0 . 

3 

1023. 0,008*+ 5'-“+ 0,04 2 * + <30,»)4. 

1024. /O*—3***> 3*—0. 1025. 25 2* —i0*+5* >20. 

1020. |*—3I 2 * 2 - 7 '> 1. 1027. (4í*-|-2i + 1)**”*> 1. 

1028. /2 (5* -I- 24) - Ya* - 7 > /5*+7. 

1029. /l3*-5< l / 2(13*H-12)-/l3* + 5. 


1030 


G—3*»' 


1 !) 


2r — I 


««31, 


2** 1 —7 

x — l 


10 


3-2r 


§19. Desigualdades logarítmicas 

La resolución de las desigualdades 

loga / (*) > log a g (.r), (1) 

quo Uovan ol nombre de logarítmicas, se basa en los siguientes teore¬ 
mas. 

teorema 1 . Si a > 1, la desigualdad (i) es equivalente al sistema 
de desigualdades: 


/(*)> 0 
?W>o 
/(*)>*(*)• 
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teorema. 2 . Si 0 < a < 1, la desigualdad (?) es equivalente al sis¬ 
tema de desigualdades: 

[/<*)><> 

s (x) > 0 (3) 

1 /(*)<!?(*) • 

onsBUVAtUONRS 1. Cuando a > i la desigualdad (1) y la última inecuación 
del sistema (2) son desigualdades del mismo sentido. En el caso do 0 < a < 1 
la desigualdad (1) y la ultima (leí sistema (3) son desigualdades de sentido con¬ 
trario. 

2. Las dos primeras desigualdades de los sistemas (2) y (3) prefijan el campo 
de definición de (l). 

3. Bu el sistema (2) pilemos omitir la primera desigualdad, ya que olla 
se desprende de la segunda y tercera. De modo análogo, en el sistema (3) es 
posible omitir !,i segunda desigualdad. 

ejemplo i Resolvamos la desigualdad 



2-r* — 4r-G 
ó.t-11 


< - 1 . 


(4) 


solución Como — :l - log i 2, la desigualdad (4) puede ser 


escrita así 



2 

•ir—II 



(5) 


Aquí, la liase do los logaritmos a cs decir, 0<a<li y, 

por lo tanto, según el teorema 2 la desigualdad (5) es cquivalonto al 
siguiente sistema de desigualdades: 



El sistema obtenido cs cquivalcnlo a la desigualdad 
2T !~ /|r ¿7 G > 2, do la que hallamos: (2; 2,75 [ U [4‘. + oo [ que es 

4 * — 11 

la solución de (4). 

ejemplo ?. Resolvamos la desigualdad 


l('g 2 > log 5 (2-x). 
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solución. Según el teorema I la desigualdad prelijada es equiva¬ 
lente al siguiente sistema de desigualdades: 


2 —z> 0 

4 


z + 3 


>2—x, 


de donde obtcnomos: 

r —3<x<2 

iüM>o 

y, seguidamente, I— 3; —21 [J 11; 2[ que es la solución de la desigual¬ 
dad dada. 

ejemplo a. Resolvamos la desigualdad 
■ogo .2 (•** + 8) — 0,5 Iog 0iS (x* -f- 4x -f 4) < log 0 . s (x + 58). (D) 


solución. La desigualdad (6) es equivalente al siguiente sistema 
do desigualdades: 

x 3 -j- 8 > 0 
x 2 + 4x + 4 > 0 
x-f- 58 >0 

1( 'go, 2 (* J + 8)-0,5 log 0iJ (x + 2)- < log 0 ,,(x-l-5H). 

A continuación, tenemos: 


f x‘>-2 
I x^¿ -2 
x> — 58 

I 'ogo .2 (* 3 + 8 ) — logo.i ]f (x 2p < log 0iJ (x + 58), 

do donde _ C+W-K+i, ^ ^ (l+58) 

Como x> — 2, |x-|-2l =x-(-2, obtenemos: 
jx> -2 

1 log 0 , 2 (x 2 —2x -f 4) ^ logo ,2 (* + 38). ^ 

‘Por íin, empleando el teorema 2 para la segunda dosigualdad del 
sistoma (7), llegamos al siguionle sistema: 

|x> —2 

[x 2 ~2x-{-4 ^ x-{-58 y, a continuación, 


12 * 


x > — 2 

x 2 —3x—54 > 0, 
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de clónele obtenemos: 19; +ool que es la solución de (6). 

i-'j km vio Resolvamos la desigualdad 

logv_, (2x — 3) > Iog*_, (24 — 6*). (8) 

solución. A esta desigualdad logarítmica no se puede aplicar ni 
el leoroma 1 ni ei 2, ya que con relación a la base (x — 2) del loga¬ 
ritmo no sabemos si es mayor o menor que 1. Si x — 2 > 1, a la 
desigualdad (8) se puede aplicar el teorema 1; si O < x — 2 < 1, (8) 
ha de resolverse con ayuda del teorema 2. Por ello, hay que conside¬ 
rar dos casos: 1) .r — 2 > 1; 2) O < x — 2 < 1. 

Así, pues, eJ problema se reduce a resolver el siguiente conjunto 
de sistemas de desigualdades 


a: — 2 > 1 
2x — 3 > O 
24 — (>£ > O 
2x — 3 > 24 — Gx 


0<z —2<1 
2a —3 >0 

24—6a; >0 
2x — 3 <24 — Gi. 
27 


Del primer sistema obtenemos—-<*< 4, del segundo: 


2< a< 3. Do modo que) 2; 3| U | ~ ; 4 [ es la solución de (8). 
ejemplo 5. Resolvamos la desigualdad 

( 9 ) 


io K^[ir=jY <0 - 


solución, tiscri luimos la desigualdad (9) de la siguiente forma: 

r — 5 \2 


log *+¿ (^r) 2<Jog x + i 1 - 


Razonando igual que en el ejemplo anterior, llegamos a la con¬ 
clusión de que esta desigualdad es equivalente al conjunto do desi¬ 
gualdades: 


— 5 \ 2 


o bien 


OFk) 

(ra) 


j > — 1,5 
*# 5 ; x # 1,5 

( ,+a (—4) 

(2x—3)* 


• 0 

1 


>0 


0<® + T< 1 

(^)>o 

(£*)•>*■ 

— 2,5 < .r < —1,5 
x#5; *#1,5 

i*+*> (* ir) 




< 0 . 



§ 19. Desigualdades logarítmicas 


181 


Después de resolver esto conjunto, hallamos, simultáneamente, 
la solución do la desigualdad (9): 1—2;—1,51 U l-|-¡ 51 U 19; -H»l. 
ejemplo 6. Resolvamos la desigualdad 

logj {x - l) s - log 0 .5 (x - 1) > 5. (10) 


solución. Como 

log 2 (35— l) 2 = 2)ogJX- 1| 

log t (l-l) _ 
logj'1,5 


y ifgo.sl-í—1) = 

-log 2 (x—1), 


la inecuación (10) so puedo escribir del siguiente modo* 

4 logj | X — 1 1 + loga (X — 1) > 5. (11) 

llagamos y = log s (x — i). Como x — 1 >U y, pm lo tanto, 
| x — 1 | = x — 1, la desigualdad (11) loma ol aspecto; hy* -|- 

-j- y — 5 > 0, de donde hallamos y <-|- ; y > I - 

Ahora el problema se reduce a resolver el conjunto do desigualda¬ 
des logarítmicas: 

1°6» (*—!)<—-T ; logj (*—!)> i 


o bien log 2 (.c — 1) < log 2 2 4 ; log.(x — I)> log*2. 

Do la primera desigualdad del conjunto (12) ubUnnuus U-O 

— 1<2 '• y, por consiguiente, 1 <x <1 |-«W • 

-|2 

De la .segunda desigualdad del conjunto (12) ohlruenio.s i — 

— 1 > 2, es decir, x>3. Así, pues, 11; 1 + —1 U Id; I °°[ 

¿, i 

es la solución de (10). 

ejemplo 7. Resolvamos la desigualdad 

*‘06 * > iu. (13) 


solución. Do modo convencional, esta desigualdad se puede de¬ 
nominar uxponencial-logarílinica. Más arriba (véase la pág. 122), 
al estudiar las ecuaciones exponenciales-logaríliuicas, indicamos que 
para su resolución se puedo emplear el método do lomar ol logaritmo 
de ambos miembros do la ecuación partiendo do una misma base. 
Este mismo método se emplea para resolver las desigualdades evpo- 
nenciales-logaritmicos. Es evidente, que la transición de la desigual¬ 
dad / (.r) > g (x) a la desigualdad log Q / (x) > log„ y (x) sólo es 
posible a condición de que / (x) > 0, g (x) > U y a > I, y Ja Iransi- 
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cióii (le la desigualdad / (. 1 ) > g (x) a la desigualdad log„/{a)c 
< Iog„ f! (r). a condición de que / (r) >0,/í(x)>0y0<»<l. 

Helonieinos a la desigualdad (13). Sus dos miembros sólo toman 
valores positivos. Tomemos de ambos miembros (le (13) los logarit¬ 
mos por la base 10. Obtenemos la desi¬ 
gualdad log r 1 ®’ > log 10, equivalente n 
la desigualdad (13). 

Después de las transformaciones, obte¬ 
nemos log a:-Iog * > J, es decir, log 2 .r;> 
> 1, de donde log x < —1; log x > 1. 

Do la primera inecuación del conjunto 
obtenido, hallamos 0<x<0,l, de la 
segunda, x > 10. Así, pues, ]0; 0,1 { |J 110; 
cv 1 es Ja solución do (13). 

ijji'.mi'lo a. Ucsolvnmos la desigualdad 



(8 — x)K*?(8-*) 2 JV -«. 


(14) 


soi uck’in . De ambos miembros de (14) 
lomamos Jos logaritmos por la base 2. 
Obtenemos log 2 (8 — a.) loB *< 8_ *> ^ log 4 2 3 *“ 4 , 
equivalente a la desigualdad (14) y, a 
con!Inunción, log](8— x) ^3x—4. 

En el campo de definición do la des¬ 
igualdad, es decir, con x <, 8, la función 
y — log] (8 — x) decrece, mientras quo 
1 n función y — 3x — 4, crece. Además, es fácil advertir que la 
ecuación log] (8 —r) = 3x —4 tiene la raíz x — 4. Por con¬ 
siguiente, la desigualdad (14) Licuó la solución: [4; 81 (íig. 29). 


EJERCICIOS 


Resuelvan las siguientes desigualdades: 

■t , 2 

1032. log, ~- ~ T log, (5-x). 1033. log ± (2-x) > log ± . 

4 4 

103',. log, (b-J 4x—I 5 ) > —3. 1035. logo.) l l2 d' 75 ) —l°Ko.i ^ —2- 

O 

1030. log, (2r J 5) < log , (1G —x 2 ) —i. 

T T 


1037. l«g,, (r-| 27l —iog„ (10 — 2x) < log„ x. 
logo i (*-1-0 


iu:w. 


H'o,a 1 IKI ~ log,., 9 


1. 


2 


1 UJ'J. 2 1 og s (x - 2) -1 i.g 8 (r - 3) > -j . 
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1040. -7j~Hoggx — log 3 5 .t> log j (x + 3). 1041. logj.. (a - 11 > 

T 

1042. log, ({x — 3) (x+2)) + log , (z 3) < — log , 3- 

T yf 

1043. log^—jy -log j (* + 2)>log | 4. 

l r 2 * 

/ 2 \ lo eo,! S < xl - 5x+ - 8 > 

1044 . ( y ) < 2 , 5 . 

los , (llH ll+t) 

(i) T • 


1045. 2,25 1OEí( ' 2 - 3 *- ,0, > /2 


lo C t (*J-3*+l) 


1040. (y) 9 <1. 1047. lofe(x-l)>2 

1048. log x j/"21—4x > 1. 1049. log, >1. 


1050. log, (16 —6x —x*) < 1. 1051. log xJ _ 3 729 >3. 

1052. log ,.! 0,3 > 0. 1053. log,,.,, 0,5 >'i,5. 

TTs" 

1054 . 

1055. log 5 ySx+i • log, 5> 1. 1056. log x (*»+l)-log r ., *>£. 

1057. log,(* + l)<log, (2 —x). 1058. log„_ M (2r>-(lr+4) > 

X 

1059. log |x+0 ,2-log, (**—*—2) >1. 

10CO. log¡,,i+logo.»x—2<0. 1001. 

1ÜG2. log í (i + l}» + log 2 /¿* + 2x+l>6. 

10G3. (logjx) 1 —(log^ y] +9logj-^- <4(logj^x)*. 

¿ 2 

10G4. log, x + log < x>l. 10G5. log, 5 |^5—1,25 > (log, l'Ü)* 

T 

1ÜGG. log v --(5 x -l)-log ;r --^->2. 

10G7. 2 l0B °-**' l0B °-« 2 - 5:e > 1. 1068. Vx ]oe iV* > 2. 


(OG'J. o,2 C ~ ,0 »4* > yo,ni»8 2 

1070. O./i 10 *’ T l0eí 3X > G,25 ,0 “ J 11+2 . 

1071. 2 l0B ^ x + x‘ 0ií ®'5* >2,5. 1072. 3 ,0B * +Z < 3^*•+* —2. 

1073. O lo S2Í x - , )-»_g.5lOg2|X-n-Z > glOg«(-\-ll_j ( ¿.r ) IOg;(>:-IÍ 
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1070 

1077 

i(J7tí 

1070. 

1080. 

1081. 

1082. 

1083. 

1084. 

1085. 
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Í ' ,HI I llw ” l0Bt T C 17. 1075. Iog,(4* + I,-Hog lX+i 3>2,5. 

■"Ea (3* - 1) l»g , (3***—9) > — 3. 

T 

l°ííz (logj (2 —log, i)) < i. 
x + log (1 -(- 2') > x log 5 + log G 


log, (0* —2* + 2 


) <i+3,5. 


1 °8j_ T I I/ I — 1 log 2 , * < 1 . 

3 ’ T 

i ./ I —'.i lng^ x > i — 4 log , x. 

8 T 

Il-li>E,(T+l)+Jog x4l 2 > rt. 


iog.S+I^ÍK^i+ 

2 4 

log* 21iig Sl 2-Ii.igj .',.r > ]. 


X- i 


"Wj '"K t (** - -|-) 

iu8 c-(4-) J <1. 


1087. 

1088. 
1080. 
IODO, 

1002 , 

1004 

1000. 

1008. 

1 ( 00 . 

1102 . 

1104. 

1105. 
I )U(í. 


logíiog^n^-ax i. 

ó.3 3 >1. 

logatloRi (2—log, r) — I) < 1. 
log» log, log» (2^-3 2*+1») > 0 . 

l°g 2 (1 -I Ingj. x- log,, x) < 1. 1001. log , log, log x _, 9 > 0 . 

9 Y 

logj l"R xJ x» > 11. 1003. log x lug, (4* — 12) < 1. 


log» O'-l o ) . 

Ax* — 16x ' v ‘ 
(x-».:»! (3-.r) . 

logz |x —1 I 
log 7- kig (-8 -X*) 
log (x+3) 


loo:,. + 21 <„ 

log 0 .,(x*+4) ^ 
m? log,, 3 [X--2I 
x- —4x 


> 0 . 


1099. I °8 , 2(1 / '4.t + 5-1) J_ 

log, (V 4x+5+11) 2 ’ 


-Í2 g 0 .»(i;x+3- i)_ < _ ! _ ... -. b ~ 

log„, 6 (]-x + 3 + 5) 2 • log 8 — log (x —5) ^ 


log \ r x +7 — log 2 


log O-* i-i+i) 


<3. 


1103. log s (x+3) > log x , 3 (¡25. 


log i x--4U 
l°g 2 x log, ¿x f log, x ■ log, 3x > 0. 

Iog 0 .s (x+2) log, (x + l) + log X4l (r + 2) > 11 . 

l«g_l (0*>«-30*)> -2. 1107. l°g (2 1 * 2 —4*)>—2. 

\ r f -T 
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1108. 25 ,os ‘“-|-j ,oe »*<30. 1109. 12*-1-3-2 -*) 2 ' de * x 

1 . 1 


1110. 

lili. 


logo., /*+3 < log.., (*+i> ' 
1 - 1 


log,i ^ log»/*+ 2 ' 

ni». 

logo,— l 

1113. |*-1 !'<«*<*-*)> I*—1| ,0 **1 , + T *. 
*-l 


1IK. 


log» (0—3*)-3 


<1. 


0 


1115. a+1 ?* -<-, . 


1116. 


6 


l+log,(2+*) 


2 * -|-1 x 

Resuelva» los siguientes sistemas do desigualdades: 


1117 r log* (* + 2) >2 

'' \ {**—8*+13) 4x- *<l. 


/ (x -1) log 2+log (2*‘H-D < log (7• 2* +12). 
Uog x (* + 2)>2. 


§ 20. Ecuaciones y desigualdades cou parámetros 
Sea dada 1a ecuación 

F (x, a) = 0. (t> 

Si so plantea ol problema de buscar tales pares (a-; a) q tiesa lisfagmi 
dicha ecuación, tendremos una ecuación con dos variables x y «. 
Pero puede plantearse otro problema. La cuestión es que si damos 
a la variable a cierto valor fijado, la (t) podría considerarse como una 
ecuación con una variable z, con Ja particularidad do que las solu¬ 
ciones de ella se determinarían, como es natural, con el valor elegi¬ 
do de «. Si se plantea el problema de resolver la ecuación (1) con re¬ 
lación a x para cada valor de a de cierto conjunto do números A, 
(1) recibe el nombre de ecuación con una variable x y un parámetro 
a, mientras que el conjunto A , campo de variación del parámetro. 
Acordemos entender por doquier en este apartado que la ecuación (!)■ 
no es como una ecuación con dos variables, sino como una ecuación 
con mía variable x y con un parámetro a. 

Eu esencia, la ecuación (1) es la anotación abreviada de una fa¬ 
milia do ecuaciones quo se obtienen de la ecuación (1) con difercnles 
y concretos valores numéricos del parámetro a. P. cj., sea dada la. 
ecuación 

2« (a — 2) x = a — 2 (2> 

y sea ol campo de variación del parámetro A = {—1, 0, 1, 2, 2). 
Entonces, la ecuación (2) es la anotación abreviada de la siguiente 
familia do ecuaciones: 
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G.v = — 3 coa n = — 
0 • x = — 2 con a = 0 
— 2x= — í con a = 1 
0 - .T = 0 con a = 2 

Ga ; = t con n — 3 


l 


Ji¡n .'nielanle, ncoritomos sobreenlemlcr por doquier como campo 
<le variación del parámetro (si no se hacen restricciones especiales) ol 
conjunto de todos los números roalcs, mientras que el problema de re¬ 
solución de la ecuación con parámetro ha de enunciarse de la forma 
siguiente: resolver la ecuación (1) con parámetro significa resolver 
(sobre un conjunto de números reales) una familia de ecuaciones que so 
obtienen de Ja ecuación (l)con diversos valores reales del parámetro. 

Como es imposible escribir por separado cada una do las ecuacio¬ 
nes de una familia infinita, por regla, so tiende a escoger ciertos 
valores «singulares» del parámetro (es cómodo denominarlos de 
•control) en los cuales, o bien al pasar por los cuales, transcurre una 
variación cualitativa de la ecuación. Para aclarar cómo se hallan los 
valores de control del parámetro, consideremos varios ejemplos, 
mi5 mulo t. Resolvamos la ocnación 

2a (a — 2) x => u — 2. (3) 


soi.uciOn. Aquí serán de control los valores del parámetro, con 
los que el coeficiente de x se reduce a cero, es decir, a = 0 y a = 2. 
Con estos valores del parámetro es imposible dividir ambos mionv- 
hros de la ecuación por el coeíicionto do x, mientras quo con los va¬ 
lores del parámetro a 0 y a 2, dicha división es posible. Así, 
pues, es ventajoso considerar la ecuación (3) con los siguientes valo¬ 
res del parámetro: 

1) « - 0; 2) a = 2; 3) ía^O 

W2. 


1) Con n = 0 la ecuación (3) toma la forma 0-x = —2. Ella 
no tiene raíces. 

2) Con a = 2 la ecuación (3) toma la forma 0-x = 0. La raíz 
de semejante ecuación puede ser cualquier número real. 

3) Si a=¿=0 y (i^2, de la ecuación (3) obtenemos X ~ 2 a(a-2I ’ 
de donde determinamos que x= . 

mksultado: 1) si o = 0, no hay raíces; 2) si a = 2, cualquier nú¬ 
mero real será raíz de la ecuación (3); 3) si 


'¥> 2 , 


x = 


2a 
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ejemplo 2 . Resolvamos la ecuación 

(a - 1) a 2 -\- 2 (2a -|- I) x + (4a -|- 2) = 0 (í) 

solución. lín este caso a = l es el valor «le control. La cuestión 
radica en que con a = I la ecuación (4) es lineal, mientras que con 
a ^ 1 , ella es cuadrática (en esto consiste la variación cualitativa de 
la ecuación). Así, pues, al resolver (4) es conveniente estudiar los 
siguientes casos: I) o = 1 ; 2 ) a I. 

1) Con a =s I la ecuación (4) toma la forma: (ir -|-7 = U, «le don¬ 
de r = -~l. 

o 

2 ) Kn el caso a I escojamos aquellos valores del parámetro con 
los «i iic el discriminante de (4) se anula. 

So trata de que si el discriminante D se reduce a coro con cierto 
valor del parámetro a — ti 0 y al pasar por osle punto cambia de sig¬ 
no (p. ej., D < 0 con a < a„ y 1) > U con a > «„). «1 pasar por el 
punto a = a 0 varía el número do raíces reales de la ecuación cuadrá¬ 
tica (en nuestro caso, con a > a 0 no hay raíces, con n > n„ la ecua¬ 
ción tiene dos raíces). Así, pues, podemos hablar de cierto camino 
cualitativo de la ecuación. Por esta razón, los valores del pará¬ 
metro con los que D = 0 , por regla, también se refieren a los de rem¬ 
iro!. Compongamos el discriminante I) do la ecuación (4): 

D = 4 (2a 4 . l)* — 4 (a - l) (4a -|- 3), 


de donde D = 4 (5« +4). 

Igualando el discriminante a cero, hallamos n— — , o sea, 

el segundo valor de control del parámetro a. Si <r«C-cu¬ 


ja > —r 

tonccs D < 0, si s t i ^ 

I a 1, D 5® 0. 


Do modo que nos queda por resolver la ecuación (4) en cada 


4 . i - - r. 

uno de los dos siguientes casos: u<T ——< < 

*' {« =/-- 1 . 

Si ac—la ecuación (4) no tiene soluciones reales: si 

- 4 . .. -(2rt+l)± 

~Y , dallamos: x,. 2 = —1-. 

ia =£= 1 

iiesultauo: 1) si a < -y-, no hay raíces; 2) si a — 1, x — 

O 

7 f- ■ 4 

= "~T : *> ri 


fa> -4- 


í«> — 

logfc 1 


— ( 2 íl -|- 1 ) rfc ] 5a 



188 


Primera parle. Algebra. Capítulo 11 


ejemi'io a. Resolvamos la ecuación 

I _ 1 _ x 

a 2 x — 2« 2 —ax ~ a ’ 


O) 


solución El primer valor do control del parámetro es a — 0. 
En lal caso, ¡a ecuación (5) no lienc ralees. Examinemos el caso 
cuando a =£■ 0. Después do las transformaciones (5) loma la formar 

(1 — a) x 1 -(- 2x -f a -(- 1 = 0. (0) 

Igualando a coro el coeficiente do x*, hallamos el segundo valor 
de control del parámetro: a ~ 1. Con este valor do a, la ecuación (0) 
loma el aspecto: 2x -\- 2=0, do donde x = —1. Si a 0 y a # 1, 
de la ecuación cuadrática (G) obtenemos: .r, = —1; x 2 ~ • 

VKiuKicAClON Al pasar do la ecuación (á) a la (ü) se produjo la 
ampliación del campo de definición do la ecuación y, por lo tanto, 
podrían aparecer raíces extrañas y, precisamente tales valores de x, 
con los que el denominador de una u otra de las fracciones de la ecua¬ 
ción (5), se reduce a coro. En nuestro ejemplo, semejante valor es 

solo uno: x = -^-. Puedo suceder que con cierto valor del parámetro a 

resulto que x¡ = —. Entonces, con este valor do a, x L será la raíz 
extraña. Puedo oecurrir, asimismo, quo con cierto valor de a, x z = 
= —. Entonces, con este valor do a, x 3 será la raíz extraña. Así, 
pues, aclaremos con qué valores del parámetro se realiza la igual¬ 
dad x, = —. 

Haciendo = —1 hallamos que « = —2. liste quiero decir quo 

si n =—2, x, ■= — 1 os una raíz extraña. En osle caso .c, = 
_„-|-t -2-H _ I 

a-1 ~ —2 — t “ 3 ■ 

•) 

Ahora, delorminemos con qué valores del parámetro 
Sea = —, Entonces, d ¿ — «-1-2 = 0. 

Esta última ecuación no tiene raíces reales. lisio quiere decir, 
que = con ninguno de los valores del parámetro os raíz 
extraña. 

liemos hecho la verificación para Jos casos a # U, a =f= i. Más 
arriba ya hemos señalado que si a — U la ecuación (5) no tiene raí¬ 
ces. Si a = ), la ecuación (ó) tiene la raíz x = —1. Como con a = l 

y x — —1 la igualdad x — — no se realiza, la raíz x — —i, hallada 
en el caso cuando a — i, no es extraña. 
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1R0 


resultado; 1 ) si a—0 no hay raíces; 2 ) si a—1 , x—— 1 ; 

a=f=2 

3) si a =—2, x=j\ 4) si < 7 =^ 0 , x,= — 1, .r s = "— j. 

tt ^\. 

En la fig. 30 se aduce la ilustración gráfica del resultado obte¬ 
nido. 

ejemplo 4 . Resolvamos la ecuación 

VT + Y IT = \f 1 — (x -b O ). (7) 

solución. Aquí, a = 0 os el valor de control del parámetro (con 
a<C 0 el primer miembro de la ecuación no está definido, coa « ¡ 2 » 0 , 
definido). Por esto, al resolver la ecuación (7) es ventajoso analizar 
los siguientes casos: 1 ) a •< Ü; 2 ) n ^ 0 . 



-2 o i a 

Fig. 30 


1) Es evidente que con a < 0 la ecuación (7) no tiene raíces. 

2) Si a 0, habiendo elevarlo al cuadrado ambos miombros do 
(7) y, después de las posteriores simplificaciones, llegamos i\ la ecua¬ 
ción 

2\/Hx = 1 — 2x — 2 «. ( 8 ) 

Aquí no advertimos ningún nuevo valor de control del parámetro. 
Do nuevo elevamos al cuadrado los dos miombros do la ecuación y 
realizamos las posteriores simplificaciones, después de lo cual obtene¬ 
mos la ecuación cuadrática 

4x 2 + 4 (a — 1) x + 4a 2 — 4a 1 =0. (9) 

Escribamos el discriminaulc de la ecuación (9): ~ = 4 (a — 
-1 ) 2 — 4 (4a 2 — 4a + i). 

2 

Igualándolo a cero, hallamos a, = 0, a 2 = -y que son los valoras 
de control del parámetro. Notemos que Z7<0 si a>4 (recordemos 

O 

que consideramos el caso a^O). Así, pues, es conveniente anali- 

2 <f 

zar los siguientes casos: «> — ; 0 <a^T-^-. 

O O 
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En el primer caso, la ecuación (9) no licué soluciones, en el se¬ 
gundo, obtenemos 

1— a± /2a —3a 3 
*!• l ~~ 2 


Ya liemos señalado más arriba que con a < 0 la ecuación (7) no 
licuó raíces. De modo que al resolver (7) hemos llegado al siguiento 

2 2 

resultado: si a<0; no hay raíces; si 0 ^ a ^ y , Jos si¬ 

guientes valores pueden ser las raíces de la ecuación (7): 

I ■— (i ¿ y '¿a — 3a- 
x t.t~ 2 • 

lista masillada enunciación está ligada con (pie al resolver la 
ecuación (7) se elevaron al cuadrado ambos miembros, lo que puedo 
conducir a la aparición do raíces extrañas. Es decir, los valores do 
a', y x t hallados, han de ser comprobados. 

La verificación de estos valores poniéndolos en la ecuación (7) 
es dificultosa, por lo que elegimos otro procedimiento. Señalemos que 
el campo de definición de la ecuación (7) so prefija con el sistema 
de desigualdades: 

( *>0 

\ 1-(* + «)>(). 


A continuación, de la ecuación (8) se desprendo quo ha de veri¬ 
ficarse la desigualdad i — 2x > 0. Así, pues, las raíces do la ecua¬ 
ción (7) deben satisfacer el sistema do desigualdades 

1 — (x + a)^0 o bien 
1 —2x-2n>0 


x^U 
x + a<i 

x+a 


de donde 


*-\' a <í- 


(1Ü) 


Comprobemos si los valores do x x satisfacen el sistema (10). 
Consideremos el sistema de desigualdades 
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l'.il 

En segunda desigualdad de esle sislcma es equivalente a 
Y 2a — 3« z < — o, que en el caso que estudiamos (Oí. <7.s¿l — | ), 
tiene una sola solución: a — 0. 

Cunto este valor satisface también Ja primera desigualdad del 
sistema, ésto tiene una solución: « = 0. lisio significa que 
1 — a j 2<i — 3a a _ . , 

x \ - ~2 - co» n = 0 es la raíz de la ecuación (i) 

(con a = 0 tenemos = , pero si a^O, x x es una raíz extraña. 

Comprobemos si el valor de x t satisface el sistema (10). Analice¬ 
mos el sistema de desigualdades: 

i—a—y'2a — 3o a ^ q 

1 — a — vin-W . . „ I 
-5- 


l5l es equivalente al .siguiente sistema: 
más adelante, 


Y 2a— A —a 

Y 2a — 3a ¿ r >(i 


y. 


4a 2 — 4a + 1 5*0 
4a 2 — 2a^0 



de donde 0<a<y. Así, pues, ** = -—-— ' 2 ¿n 3|1 * e* h raíz do 
la ecuación (7) si el parámetro a satisface el .siguiente sistema: 


OrSIa^; J , es decir, 


De este modo, la solución de la ecuoción(7) se puede escribir de la forma 
siguiente: 1) si a<0; «>y , no hay raíces; 2) si a = 0, x, = 


_ 1— a-|--/2a — 3a 2 . _ 1 — o — y'2a— 3o* 

2 ’ x t 2 ’ Sl ^ 9"l X ' 


1 — a —j/”2 a — 3a 2 


2 


Señalemos que si a — 0, x¡ = x 3 . Esto permite que la anotación 
del resultado sea más breve. 
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1<i2 


resultado. 1) si fl<0; a>-i, no hay raíces; 2) si 0<a: 
1 _ \—a— /¿a-3a* 

J ' X ~ 2 • 

ejemplo s. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


x 3 = 2 ax-\-ay 
y 3 = ax-\-2ay. 


( 11 ) 


solución. Sustituyamos la primera ecuación del sistema (11) por 
la suma do las ecuaciones del sistema y la segunda ecuación, por su 
diferencia. Obtenemos un sistema equivalente al inicial: 


í :c 3 + y 3 = 3a (*-{-(/) 

| x 3 — y 3 =a(x — y), 

° Rn í (»+!/)(** — xy + U 2 — 3a) = 0 

1 (x - y) (x 2 X y+y 2 — a) = 0. 

A su voz, el último sistema ese quivalenle al siguiento conjunto 
de cunlro sistomas: 


f x-\-y = 0 


{ x — y = 0 

(12) 

í x-]-y = 0 


\ x 2 xy -|- y- = a 

(13) 

\ x 2 — xy -}- y 2 3íí 


I x — J/ = 0 

(14) 

ii 

N 

+ 

h 

1 

, 

i x 2 -\-xy + y 2 = a. 

(15) 


Del sistema (12) hallamos: | 

1 i/i — ti¬ 
esta es la solución del sisloma (11) con todo valor de a £lt. 
Del sistema (13) obtenemos: 



(1(5) 


Aquí, a = 0 es el valor de control del parámetro. Con a < 0 el sis¬ 
tema no tiene soluciones reales, poro si a ^=0, obtenemos: 


i 


x, = Vu 

y t = —Va 
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y—x 
x 2 ^ 3a. 

Aquí, como cu el caso anterior, a = 0 es el valor tlu control del 
parámetro. Con a <Z 0 el sistema no lieno Soluciones tóales, peto si 
a ^ 0, oh tenemos: 


í x, = Y 3a í Z 5 = — V 3a 
1 l/ 4 = 3a ‘ { t/ 5 = —/3a. 


El sistema (15) es simétrico. Haciendo 
u ¿ — 3o = 3a 


í u ¿ — 3o = 3c 
I u 2 ~u — a, 


de donde 


x-\-y = u 
xy = v, 

I u — 0 
1 v = — a. 


obtenemos 


Así, pues, llegamos al siguiente sistema do ecuaciones. 


x-\-ij = Q 
xij= — a, 


o bien 


í/ = — X 
x 2 — a. 


Este sistema coincide con el sistema (1(>) que ya fue resuello más 
arriba. 

ItlLSUI.TADO: j) sí fl <0, (0¡ 0)i_2) SÍ ft>0, (0¡ ü), (|'Ü, — /«) , 
<- V«; y«); (V‘¿ a¡ /3a), (- |/3a¡ - j/3a). 

WEMi’LO <;. llesolvatiios la desigualdad 


7.r — 11 . , .j v x 

T+F" > (I + áa ) T' 


(17) 


solución. Haciendo a -1-3 = 0, hallamos a = —3 que es el 
primer valor de control del parámetro. Así, pues, hay que considerar 
los siguientes casos: 1) a < —3; 2) a = —3; 3) a > —3. 

i) Consideremos el caso a < —3. Aquí, a 3 < U y la desi¬ 
gualdad (17) esequivalenle a la inecuación: 4 (Ix — 11) (a + 3) X 
X (1 -f- 3a) x, es decir, a la desigualdad: 

(3a 2 + 10a — 25) x > —44. (13) 

Suponiendo que 3a*-f- 10a — 25 = 0, hallamos el segundo valor 
de control del parámetro a: a — ~ ; a = — 5. 

O 

De esta forma, la solución de la desigualdad (18) ha de conside¬ 
rarse en los siguientes casos: 


í «< — 5; a>Tj- Ja=—5; a = y J — 5 < a <- 
1 a < —3 1 { a <—3 ¡ 1 


a < — 3, 
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os (lucir, cu los casos a< — 5; a— —5; — 5<a<Z — 3. 

En el primer caso 3a 2 -1- 10n — 20 > 0 y, do la inecuación (13), 

hallamos. -r>- 3n * + ^,_ 25 -- 

lili (>1 .segundo caso la desigualdad (18) toma la forma: 0-*> 
> — 4-1, lo tule os válido con toda x. Por fin, si -5<a<—3, 

3a z -}- iOa— 25 < 0, do (18) hallamos quo x< - . 

2) Consideremos ol caso a = —3. Entonces, la desigualdad.(17) 
no liono soluciono* 2 . 

3) Analicemos el coso a > —3. En tal caso a-f 3 > 0 y (17) es 
oquivalenlo a la desigualdad: 


4 (7.r — 11) > (a |-8) (1 + 3a) x o bien (3a a -J-10 a — 25) x < 

< —44. (19) 


Lo mismo quo para la desigualdad (18), los valores de control 
del parámetro a son aquí d = y y a = —5. Como ahora conside¬ 
ramos el coso cuando «>—3, do los valores de control sólo dobc- 

r 

mos tener en cuenta uno: « = y. De esto modo, al resolver la de¬ 
sigualdad (19) lian de ser lomados en consideración los siguientes 
casos a > | ; a = -jj-; — 3 < « < y. 

En el primer caso hallamos: x< - iq q —25 » en el segun¬ 

do, la desigualdad (19) no tiene soluciones, en el tercero, obtenc- 
44 

mos: x > —-sr- . 

.lo* | 10a—25 

resultado. 1) si a= — 3; a = y, la desigualdad no tiene solu¬ 


ciones; 2) si a' 

— 5 <aC —3, 


i — 5; — 3<a< T ,x> —- 

3a 2 + 1 ( k _25 


44 

3n J -i-10a—25 

; 4) si a 


; 3) si 
= — 5, 


— oo <C.t < oo. 

ejemplo 7. Resolvamos la desigualdad 


ax z —2x-j-4>0. 


( 20 ) 


soi.uciON. Igualando a cero el coeficiente de x 2 y el discrimi¬ 
nante del trinomio de segundo grado ax 1 — 2x-|-4, hollamos el pri¬ 
mor valor de control del parámetro a = 0 y el segundo valor de con¬ 
trol n = y (con ello, si o>y, D<0; si a<y, . Resol- 
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vamos la desigualdad (20) en cada uno do los siguientes cuatro 
casos: 

1) a>i; 2) 0<o<l; 3) a = 0; /.) a<0. 

1) Si a>~ , el trinomio ru; 2 —2r-f-4 licuó discriminante nega¬ 
tivo y coeficiente superior positivo. Esto significa, que el iiino- 
mio es posiLivo con toda x, o sea, en este caso, la solución de la 
desigualdad (20) es e) conjunto de lodos los números reales. 

2) Si el trinomio ax 2 —2:r-|-4 tiene las sigtiienlas 

raíces: ;V t , t = 1 ± 1 J ~ /|l< , con la particularidad de que 

i _ |/r=^7, _ i 

n ' a 


Así, pues, la solución do la desigualdad (2Ü) es el siguiente 
conjunto: 


x< 


l — |/1 — 4,t 
a 


x> 1-1-1/1—41 


3) Si a = 0, la desigualdad (20) toinu la forma: —2.t-(-4 > Ü, 
de donde se obtiono x < 2. 

4) Si «<0, tendremos 1 + ^ 1 ~ /j0 . 1 ~ I 1 ~~' ia 

a a 

De modo que en esto caso la solución do (20) es el siguiente sis¬ 
tema: 


1 -1-1 7 1 — 4a < x < 1- |/l-4. 


UESULTADO: 1) SÍ fl > ~ , — oo < I < -|- co; 2) SI 0 < j , 


1- [/1 — 4q _ 

(l 


*< j> l . -M/l-4a . 3) s . a = 0i t<2 . /f) s¡ #<0i 


1 -|- j/1 — 4a l-|/l-4, 

a a 

ejemplo s. Resolvamos la desigualdad 


i*+l 1 x 

a l x~2a 2—nr ' > a ' 


(21) 


solución. Transformemos la desigualdad (21) a la forma 


x 2 + i . 1 



a (di — 2) 


ai — 2 
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y, a continuación, 


M —a) i z -|-2r-|- 1 + o q 

- (-t) 


( 22 ) 


La desigualdad (22) es equivalente a la (21). El valor a = O es 
el primor valor de control del parámetro. Igualando a cero el coefi- 
cienlo do ,r 2 en el numerador, hallamos el segundo valor de control 
dol narámotro: a - 1. l’or fin, el discriminante del trinomio de se¬ 
gundo grado (I — a) x* + 2x + 1 +a es igual a a\ El se reduce a 
cero con el valor de control a = U quo ya hallamos. 

De modo quo os conveniente considerar los siguientes casos: 

í a ¥= O 

1) a = 1; 2) « = (1: 3) j ^ 

Resolvamos la desigualdad (22) en rada uno de estos casos: 

1) Con «— 1 (22) loma la forma: > 0. do donde halla¬ 

mos: x <—1, x > 2. 

2) Con « = U (22) no tiene soluciones. 

( o -A= O, después de realizar en el numerador del primer 

3) Si { fl ^ i 

miembro de la desigualdad (22) la descomposición en factores, obte¬ 
nemos la desigualdad 


i oí t \ 

o—«)(*+!)(«— v 


n 


>o 


(23) 


equivalonto a (22), y, por lo tanto, « (21). 

A su ve/, la desigualdad (23) debe analizarse en dos casos: 
ií^O 


1 


y o 


i. 


En el primero, 1 — «>0 y (23) loma el aspecto: 

/ tf-l-M 


_2 

a 


->o, 


(24) 


en el segundo caso, 1— ft<0 y (23) Loma la forma. 

/ a +1 \ 


<0. 


(2b) 
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Para resolver las desigualdades (24) y (25) con el método de 
intervalos, hay que disponer en la recia numérica los puntos —í, 

—^-4, — en orden de crecimiento. Con este fin, compongamos las 
siguientes diferencias: 


A. 




A , 


« I 1 


y aclaremos qúo signo habrá en cada uno de ios casos obtenidos. 


Consideremos la diferencia 


A, 


2a 

o—l 



l ? lg. 31 


Hallamos (fig. 31) que si «<0, >1, >ü; si Ü<«<1, /1,<0; 
si «> i, /1,>Ü. 

Analizando la diferencia A 2 = - 2 ~ l ~ ü , obtonemo.s (fig. 32) que 

si n< —2, /1 2 >0; si —2<«<0, /1 2 <ü; si 0< n <: I; n > 1, 
/1 2 >0 y, por fin, si a = —2, /l, = G. 
examinemos ahora la diferencia 


'h 


a 2 — a -j- 2 
«(«—!) ' 


Como el discriminante del trinomio de segundo grado a ¿ — n |- 2 
es negativo, en tanto tino el coeficiente do a 2 , positivo, — a 2 ;> 



> Ü con todo valor de a y el signo de diferencia /l 3 sólo depende dol 
signo dol denominador a (a — i). Obtenemos (fig. 33) que si a < 0, 
> 0; si 0 < a < i, A 3 < 0; si a > 1, Á 3 > 0. 
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Ilustremos ahora los resultados de la investigación de ios signos 
de las diferencias /l,, A 2 , A, {fig. 34). La desigualdad (24) se re¬ 
suelve a condición do que 0 =?£= a <Z 1 (en la fig. 34 estos valores de a 



Fig. 33 


están sombreados), por lo que hay que analizar dicha desigualdad 
en cada uno do los siguientes casos: a <Z —2; —2 _< a < 0; 0 < a < 
< 1; o = -2. 


a, 


A, >0 

A, = O 

a , > ,¡ 
_/ 


A, > O 
A, • « 
A, > O 



>, < o 



. 1 , >0 



Ay<a 



W'/, 


> -'.íw' 1 

. .. ... ' '.V/. . . /■////// '4///// 


A , > 0 
A, > 0 
Ay > 0 


Fig. 34 


En los punimos tres cosos obtenemos, respectivamente: 
i 2 a-i 1 . 2 . o+l . «+1 - r ^ 2 


Habiendo resuello la desigualdad (24) con el método de interva 
los íftg. 35, (i, i), c), hallamos: 

S ¡«<-2, *>£j¡ 

si —2<a< O, — <.x<— 1; x> a + 1 * 

a 


a— 1 1 


si O < a < 1, < i • 

a — i 


• o 

-1; x> T . 

Por fin con a = —2 la desigualdad (21) loma la forma 


(x+l) (*+y) 


x+l 


> 0 , 


de donde hallamos *;> — y. 
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Al resolver la desigualdad (25) nos interesarán los signos de las 
diferencias Aj, A a , A 3 sólo en ol intervalo a > I {en la ftg. 34 éste 
no está sombreado). Así, pues, con a > 1, tenemos: 


- 1 <^< 

a 


a-i-l 

a — 1 ' 


Con ayuda del mélodo de intervalos hallamos la solución de 
(25): si a>i, *< — 1; ^ <Tx< 



Flg. 35 


Escribamos ahora el resultado definitivo para la desigualdad 

( 21 ): 

1) si «<-2, - !<*<-; 1 >í—¡, 

2) si a = —2, x> — ~ ; 

3) si -2<«<0, 

4) si <z = 0, la desigualdad no tiene soluciones; 

5) si 0<a<l, x<— 1; x>y¡ 

C) si a = 1, x <; — 1; x > 2; 

7) si a> 1, x<-l; |<x<^±-¡. 
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ejemplo a I¡aliemos lodos los valores del parámetro a con los 
que el sistemo de ecuaciones 

I — Ax-\-ay — 1 -|-a 
í (C a) x -|- 2y — 3 + a 



no tiene soluciones. 

solución. 151 sistema dado no es compatible cuando, 
cuando, 

— 4 _ n . 1 -|-n 

<H« ~ Y ^ ÍÜM ‘ 


y sólo 
(27) 


De la ecuación a-A = -íj-, hallamos: a, = ~2; a, =—4. 

De la ecuación ~ . bailamos: 1; a* = — 2. 

Ds decir, l.i condición y- t-!— se verifica sí ay=l; a=/= — 2. 

L J-| ' a 

r a • • — 2; a = — 4 

Del sistema / a y= l hallamos (pie la condición (27) 

l «y* —2 

es equivalente a la igualdad « — —4. Así, pues, con a — — 4 el 
sistema (2(i) no tiene soluciones. 

ejemplo io, Dallemos lodos los valores del parámetro a con los 
que la desigualdad (x — 2 -|- 3a) (x — 2a 4- i}) < 0 se verifica para 
lodn * de 12, 

solución. La desigualdad dada tiene la forma (x — x'i) X 
X (x — x 2 ) < Ü, doiuie x, = 2 — 3«, x 2 = 2a. — 3. Después de re¬ 
solverla obtenemos x, < x <_ x 2 (si x, < x 2 ) o bien x 2 < x <Z x 2 
(si x¡¡ < xq); si x, = x 2 , no hay solución. 

(•>) 




Sig. 3(> 

Así, pues, como solución de la desigualdad inicial nos sirve el 
intervalo 12a — 3; 2 — 3n( o bien 12 — 3a; 2a — 31 (fig. 33, a, i>). 

Del planteamiento de! problema se desprende que todos los pun¬ 
tos «leí segmento 12, 31 deben satisfacer la desigualdad prefijada, 
pero esto se verificará cuando, y sólo cuando, los puntos con coorde¬ 
nadas 2 y 3 yacen dentro del intervalo ]x,; x 2 [ ó ]x 2 ; Xji, os decir, 
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cuando 2a — 3<2<3<2 — 3a o bien cuando 2 — 3a < 2 < 
< 3 < 2a — 3. 

- Del sistema do desigualdades 2a — 3<C 2<3 <. 2 — 3a obtenemos 
I 2a — 3 < 2 ' , 

el sistema ( „ „ „ „ de donde hallamos une a<r - — 

I 2 —3a> 3, 1 3 - 

El sistema de desigualdades 2 —3a< 2<3< 2a—3 es enui- 
í 2 — 3a < 2 

vélenlo al sistema | 2a —3 >3 ’ l * c l,ont ^ c Mininos (|iie a >3. 
Así, pues, la desigualdad inicial se verifica con toda x£ (2; 3| 
con «< —4 o bien ft >3- 

ejemplo íi. Hallemos todos los valores del parámetro a con los 
que la ecuación 

x 1 -| t\x — 2 | x — « | -|- 2 — a = 0 (2«> 

tiene dos raíces. 

solución. La ecuación dada es equivalente al conjunto do dos sis¬ 
temas mixtos 


x —a>l) 

x 2 -\- Ax — 2 (x — a) 2 — a — 0 
x — a .^,0 

x 2 -h 4 x - 1 - 2 (x — a) -|- 2 — a - 0. 


Heso 1 vamos el sistema (2'J). Tenemos I ' 

' 1 x 2 -|- 2.r -I-. a I 2 U. 

El discriminante O de la ecuación x 2 -(- 2x a -\- 2 — U es 
igual a (—a — 1). Si D < 0, es decir, a > — 1, la ecuación r 1 -)- 
+ 2x + a + 2 = 0 no tiene raíces. Si O = 0. o sea, a — — I, dicha 

ecuación tiene una sola raíz x = —l; si D > O, es dócil, a < .1, 

la e cuación tiene dos raíces: x, — —1 — ]/ —a — 1, x 2 = —1 .f. 

H- V — a — 1 • 

Las raíces halladas rlchcn satisfacer la desigualdad xa; só¬ 
lo en tal caso so pueden considerar como soluciones del sistema (29). 
Es preciso considerar dos casos: 1) a = — 1 ;2) a < —1 (con a > — 1 
la ecuación del sistema (29), como dijimos más arriba, no tiene raí¬ 
ces, de modo que (29) no tiene soluciones). 

1) Si a = —i, i = —i. En este caso, la desigualdad x ¡ 3 ? a se 

verifica, o sea, x = — 1 es la solución de (29). 

2) Si a < — 1, Xj = -1-V-a-l , x* = -1 -|- - a - l . 

Aclaremos con qué valores de a so verifica la desigualdad x, _> a. 
y con que valores do a, la desigualdad x 2 > a. Dirijámonos, primero, 
a la desigualdad x, a. 
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Te u o ni os succsi va men le: 

— 1 — Y — a—1 >a, 

V — a—1 <—«-I. (31) 

Habiendo dividido ambos miembros de la desigualdad (31) por la 
expresión Y—a — l, quo con a < —1 sólo loma valores positivos, 
obtenemos la inocnnción 1^ Y—a —• i, equivalente a (31). 
Seguidamente tcnomos: 1 —a — 1, do donde a < —2. 

Examinemos ahora x 2 a. Obtenemos: 

-i + Y-a-í >a, Y -a—T>o+i. 

Como con a < —1 ol primor miembro de esta desigualdades po¬ 
sitivo y el segundo nogalivo, la desigualdad es válida con toda 
a < — 1. 

Definitivamente obtenemos la siguiente solución del sistema 
(29): si n>—1, no hay soluciones: si a -=—1, x= —1; si—2<C 
< a <— 1, x g — i + Y —a — 1 ! si a< —2, x, — — 1 — ]/ — a — 1, 

Xj — — 1 -(- \' — «— 1. 

í 

Resolvamos el sistema (30). Tenemos A 

v ' \ x 2 -|-Gx-|-2-—3« = 0. 

Do la ecuación x z -4- Gx -|- 2 — 3a — O, hallamos: 

x 3 , 4 ■= — 3 ± Y ? + 3« . 


Ir 

Si «<—no hay raíces reales, es decir, el sistema (30) 

7 7 

tampoco tiene solución; si n.= ——, x= —3; si a> — y, x 3 — 

= -3- J/7 + 3 a , x 4 = -3-1- |/7 T^a- 

De las micos halladas elegimos aquellas que satisfacen la desi- 

y 

gualdad x<u. Si a— —^ , x = —3 y la desigualdad x<a se veri¬ 
fica. O sea, x = — 3 es la solución del sistema (30). 

Sea a ;>— Aclaremos con qué valores de a se verifica la 

*J 

desigualdad x 3 ^«. Tenemos: 

— 3 — Y 7 -|- 3n ^ a, 

/7 + 3a > —a —'i. (32) 

y t 

Como con a el primer miembro do (32) es positivo y el 

ó 

segundo negativo, la desigualdad (32) es cierta. 

De esto modo, x a es la solución del sistema (30) con toda a> — y. 
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— 3+ 1/7-1-3a 


Vi + 'ia s^a-J-3. 


(33) 


7 

Como con a>~y los dos miembros de la desigualdad (33) 
son positivos, elevándolos al cuadrado, obtenemos la desigualdad 
equivalente 7 + 3a^(c-)-3) 2 . A continuación, leñemos: (a 1-1) x 
X (a 4- 2) ^ 0, de donde hallamos que a ^ —2 o bien a > —l. 

Así, pues, es la solución del sistema (30) si —j <T a —2 o 
bien a ^3 —1. 

Definitivamente obtenemos las siguientes soluciones del sistema 
(30): 


7 7 

si a<—y, no hay soluciones; si a = —y , ar— — 3; 


si —y <o^ — 2, ^3, * =—3± V 7 4-3o; 

si —2<«<— 1, x=x 3 —— 3 — 4-3(7; 

si a> —1, x 3 ,*=- 3±/7 + 3a . 

Hemos hallado las soluciones de ios sistemas (29) y (30). La so¬ 
lución do la ecuación (29) es la unión de las soluciones do los siste¬ 
mas (29) y (30) halladas. 

De los razonamientos aducidos con anterioridad os evidente que 
dicha unión debo realizarse por separado con los siguientes valores 
del parámetro: 

1) a> — 1; 2) «— — 1; 3) —2<«<—I; 4) a — —2; 

5) — -y<«< — 2; 6) a — —y; 7) n<-y. 

1) Si a >—1, la ecuación tiene dos raíces: x 3 , i\ , es decir, 

— 3 ih V 7 -|- 3a. 

2) Si a = —1, la ecuación tiene dos raíces: —1, —5. 

3) Si —2 < a < —í, la ecuación tiene dos raíces: 

a-,, a 3 , es decir, — 1 -|- — a — 1 y — 3— J/ 7 3«. 


4) Si a - — 2, la ecuación tiene tres raíces: —2, 0, -4. 

5) Si —^-<«<—2, la ecuación tiene cuatro raíce*: —1 + 

•5 


±|/ — n—1; -3±j/7 + 3a. 

R) Si a =——, la ecuación tiene tres raíces: —3; —I ± 


- 1/3 ’ 
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7) Si a<-, la ecuación tiene dos raíces: x¡ = — 1 -f 


4 - V — a — 15 x 2 = — 1 — V — a — 1 . 

Así, pues, la ecuación (28) tiene, exactamente, dos raíces 

a > — 2 o Lien con a <; —. 


con 


UJKMi'i.o 12 . 11aliemos todos los valores de a, con Jos que Ja ecua¬ 


ción 


2 log (x -f i!) = log ax (34) 

tiene una sola raíz. 

soluoiún. Transformemos la ecuación a la forma log (x-|-3) 8 = 
= logas. A continuación, obtenemos (x-|-3) 8 = ax, de donde 


— (a — (i) x -f 9 = 0. 


(35) 


La ecuación (34) tiene una sola raíz en los siguientes casos: 1) la 
ecuación (35) tiene una sola raíz y ésta satisface la ecuación (34); 
2) la ecuación (35) tiene dos raíces, pero una de ellas es oxlrafia para 
la ecuación (34). 

Consideremos ol primer caso. La ecuación (35) tiene una raíz si 
su discriminante D es nulo. Tenemos ü — (a —G) 8 —3(í = a 8 — 
— 12a. 

D = 0 con a = ü o bien con a — 12. El caso cuando a = 0 no se 
considera, ya que con a = ü el segundo miembro de (34) es indeter¬ 
minado. Si a =12, do la ecuación (35) hallamos x = 3, única raíz do 
la ecuación (35) y, como muestra la verificación, que satisface tam¬ 
bién la ecuación (34). 

examinemos el segundo caso c uando D> 0. Aquí, (35) licué 
i . a — fi ; fc Y“ 2 —!2<t 

Con el fin de que las raíces halladas lo sean do la ecuación (34), 
es necesario y suficiente que ellas satisfagan la desigualdad x -|- 3 > 
> 0. Así, pues, de las raíces halladas do la ecuación (35) una será 
la raíz de la ecuación (34), mientras que la otra no será raíz de esta 
ecuación cuando, y sólo cuando, 


*i> 

■t 2 <- 


-3 

3 


o bien 


í * a >-3 
l x,^ — '¿, 


a — G— Y — 12o 


, , o— ü-(- 1 a 1 —Í2<i 

donde x, -- 2 -> •‘•2 =- 2 -• 

De esto modo, el problema se reduce a la solución del conjunto 
de dos sistemas de desigualdades 

a — 6 ¡- Ya 1 — 12 


2 


a — G— V u 2 —12 


>-3 


<-3 


a —G— Y a 4 — 12 


a-G-f ya 2 —12 


> -3 


<-3. 
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Resolvamos el primer sistema. Tenemos: 

j Y a 2 — 12a > —o 
\ }/a 2 — Vía^a, 

de donde a 1 — 12a >■ a 1 , es decir, a < 0. 

Resolvamos el segundo sistema. Tenemos: 

I \¡ á ¿ — 12rt<a 

\ Yar — 12 «^ — a. 

Este sistema no tiene soluciones, ya que bien a C 0, o bien 
—a < 0, es decir, o la primera desigualdad, o bien la segunda del 
último sistema no tiene soluciones. Así, pues, el segundo caso so ve¬ 
rifica con a <C 0. 

En definitiva, obtenemos que la ecuación (34) tiene la única so¬ 
lución si a — 12 o bien si a < U. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes ecuaciones: 
lili), (a 3 — 2a + 1) x = a 3 + 2a— 3. 

1120. (o s —n 3 —4a+4) x=a —1. 

1121. 


1123. 

1125. 

1120. 

1127. 

1120 . 
1120. 

1130. 

1131. 

1132. 


t . a 

j_ x-l-a 

_ \ 1199 

x + a 

x — a 


“ + T' 

■ o + 3 

- 1 • II ¿6. 

l+C _ 

2+n 

* 

ar —2 

+ *-l 

+ —=0. 

1124. r*- 

- 4i»x -i- 

• 3o 3 

o 3 — 2 a 

1 o—2 

1 a 




0.1 3 — (1 - 

-2a) x + . 

-i-2 = 0. 




(2a—J) a 

c a — (3a-h 1) r + o — 1 = 

= 11. 



(«* + «- 

2) x 3 -|-(2a 3 + o-|-3) t 

+ 0* — 1 = 

11. 


3.f 3 — 2 

I ' T '“ 1 

i 2 — |» 




a i -|- 3o 

' a+3 





t 3 

s 2a.z — 

(n-l>(o + 2) , ( 



x — 2a 

1 

2 a—x 

1 * -« 



2x 

.r 

a 2 




2.r-|-o 

1 2 x—a 4x a —a* 

• 



2x-l 


ax — 2 




, 7 : — a 

H a - 

o J — ax 




x — a , 

.T+O 

x — 2o , 

r-|-2a 

6 (o — 

Ji 

X — 1 + 

x+1 

‘ x — 2 1 

x + 2 

0 


* /3 + < 

IX + X X. 

= 0. 1134. 

Vx + a = 

-a— 1 

f*. 

*+ V x 1 

—x = a. 

1136. Vx 

— 2a— y' 

x— a = 

= 2. 


1)37. l'i*-|-3a*-l / i r*-3a*=a: \ r 2. 


1138. 2 y a-\-z -|- ) a — x= y a —x + \ r x (a+x). 
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1 <1-1-X 


l «-I-X 


113!). 

1140. — j-. _ , 

1 ’x-Ya V x — a 

1141. (4o-15)x*+2.i |x|+4> 


.+. 


Y'x. 


I 


/■** — <** 

= 0 . 


1142. logyj I 


2 — r 


--1»«. 1%’j "• 


1143. J41 l ‘ l -2-12 ul -| n = 0. 

1144. 3.4*-» |-27 = a l-a.4*-*. 

1145. 1 — log .i = | log 4* -I' log x + -j- log “ ] . 

114G. log 2xlog (2 — -r) = log log n. 

1147. loga x + logy- x + logj . - ,t = 27. 

1148. log n Y\ + x -|-3 1ok o2 (4 — x) — log u4 (1G — i*)* = 2. 

114». 2--lug oI (l+T)r=:»log a (x= — 1)-. 

1150. i l0,! <‘ 3: = a i r. 1151. B 2 logx-logi 0 -a) _ j. 

1152. a H, °e»*+o , - ,ü *>* = o*+l. 

1153. lüg a (l-/r^) = lüg oí (3- /T+J). 

a* — 4 

1154. log^-n log,,* ■ ¿a _ r -l. 

log r (2<i — j) log,, Y* _ 1 

log* 2 loga /2 “ log fl .-i 2 • 


Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


1150 


5 í(3 |-«) x + 2¡/ = 3 
\ «x— y — 3. 

1158 . 


1157. 


i (7 — a)x + (iy. 


115!) 


\(l+a)x+3¡,= 
* + !/■ 


= 5. 
>5. 


.(77 T“ neo. 

fax-\-y=z 
1102. i. // + * = 3ox 

[ j+|-i 3 = !)a 3 x 3 . 


1103. 


1100. 


1104. 


ax-\-y = a*. 

f*+*+*-i 

1101. x + fl¡/ + i = <i 

i x+y -|- nz = o a 
x — y = 8o 3 

Y*-Y Y y = 4 

Resuelvan las siguientes desigualdades: 

1105. n*-|-ux< 1—x. 

iO. 2x + 3 (ax — 8) + 4" < 4 (í+x) ~ 5 ‘ 

3er+ 4 x ,3 a — 5 

3+ 3 


Y*—Yv=t 

\ r i+ |7 = «- 


1 iG7. - 

1108. 


3rt + fl 
I2.IX+3 


+ 


5x — 4 a 


: 4. 


110!). 


3a — f J • 
oí — 5 


f* 


<3. 


1170. (2>+l)x*+ (a-|-2)x + a<0. 


Ux~y) (x* y 2 ) — 3a 3 
v (* + !)) (x» + g») = 15a 3 . 
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1171. V x-|-2n.r-I-3*>0. 


1172. j/ 


3*-i 

a —2 


< 1 . 


1173. 2 /i+á>z|l, 1174. 

1175. Y^+i<a-x. 117G. > <,. 

U77. V i-x'C a-x. 1178. 1 / Í Í ^T*+ /2ai-x*>«. 
1170. \ r 2ox—x* >a—x. 1180. log„ (x—l)-J-log n x > 2. 
1181. log, (x=-2*+a)>-3. 1182. log* (x—«) > 2. 

T 


1183. 


loga (35-x 3 ) 
log a (5-*) 


118-.. 1 + log*^ 


> 3 . 

(log log a — 1) log.v 10. 


< 0 . 


118G. log j/ -_(n4-2x-x*)<2. 

1187. ¿Con que valores de a las dos raíces do la ecuación x 2 — Gnx -1- (2 — Zn -i- 
-|- 'Ja 2 ) = 0 son mayores <1110 37 

1188. ¿Con qué valores do n las dos raíces de la ecuación x 2 — ar -j- 2 --= 0 
pertenecen al segmento (0; 3)7 

1189. ¿Con qué valores do « la desigualdad ó* — a ■2 X — a -| 3 0 tiene, 

por lo menos, uno solución? 


1190. ¿Con qué valores de a la desigualdad ————- <0 se verifica con toda 

X “ (l 

x ]>crlenecionte a |1; 2j? 

1191. ¿Con qué valores de a lo desigualdad (r — 3«) (x — n — 3) < 9 se veri¬ 
fica con toda x perteneciente a (1; 3)7 

1192. ¿Con qué valores de a la ecuación x | x -|- 2» | + I — a = 0 sólo tiene 
una raíz? 

1193. ¿Con qué valores do a la ecuación x|* — 2«| — 1— <j=0 tiene una 
raíz? 

1194. ¿Con que valores de a la ecuación x 2 — 4x — 2 | 1 — a | <1 2 = 0 

tiene dos raíces? 

1195. ¿Con qué valores de a el sistema 


/ .r 2 +(5a+2)x-|- 4a 2 + 2a<0 

l .T 2 -|-n 2 = 4 


liene, por lo monos, una solución? 
U9G. Con qué valores de a el sistema 


f .t s + (2-3o) x-|-2n J -2n < 0 
\ ax = 1 


tiene, por lo menos, una solución? 
1197. ¿Con qué valores de n el sistema 


í x 2 — (3a-|-1) x-|-2n 2 -|-2a <0 

W+a 2 = 0 


no tiene soluciones? 
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11Í18. Con qué valores de a el aíslenla 



no lienu soluciones? 

11'J‘J. Con qué valores de a el sistema 

f I.r* —7*+6|+**H-5*-|-0-12 |*| =■.() 

I x*— 2 (a — 2 ) x-|-a (n —4) = 0 

tiene, exael ni nenie, dos soluciones? 

1200. ¿Con qué valores de a el sistema 

f |x* + 5x + 4|-9x* + 5x-|-4-10x |*|=ü 

1 x* —2(<H I) r-|-n (a -|- 2) -=0 

tiene una sola solución? 

1201. ¿Con que valores de a el sistema 

( |t’ + 7x -|- 0 H- - 5 r -¡- !¡ -12 l.t|=() 
l * ! — 2 (n + 2) x-|-a (t-|--í) = 0 

tiene dos soluciones? 

1202. ¿C<m qué valores de a la ecuación log (.** + 2ax) — iog (8x— Ga— 3) = 0 
tiene la única raíz? 



Segunda parte. TRIGONOMETRIA 


Capítulo I 

TRANSFORMACIONES IDENTICAS DE EXPRESIONES 


§ 1. Transformaciones idénticas (le expresioues 
trigonométricas 

Recordemos las íuudamcntales reglas do trigonometría. 
1. Signos de las ¡unciones trigonométricas por cuadrantes. 


Cuadrante 

sen ¡v 

eos * 

ie* 

de * 

I 

+ 

+ 

+ 

+ 

II 

+ 

- 

- 

- 

ni 

- 

- 

H- 

•h 

IV 

- 

+ 

- 

- 


II. Ciertos valores de las ¡unciones trigonométricas: 


T 

0 

n 

n 

n 

n 

n 

3» 


(i 

<4 

3 

2 

2 

son x | 

0 

H 

\'2 

rT 

I 

(.1 

-1 

mm 

2 

2 



MÜfl 


l'T 

1 

0 

—1 

n 



2 | 

1 

2 





0 

l'T 1 

3 

1 

l'T 

- 

0 

— 

ctgi | 


m 

1 

\'l 

3 

1) 


0 


li-OÜIl'i 
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III. Puridad, periodicidad. 

La función y = eos x os par, las domas funciones trigonométri¬ 
cas son impares, Así, pues, 

eos (— x) = eos x, 
sen (— x ) = —se» x, 

l¡í( — *)-—lg* (**=-§- + 3Ul ) » 

clg (—x) = —clg x (i =^= «tu)** 

Todas las funciones Lrigonomélricns son periódicas. Con ello, 
T — 2n es el período de las funciones y — sen x, y = eos x, en tanto 
que T = n, el período de las funciones y = lg x, y = ctg x, Así, 
pues, 

sen (x 2n) = sen (x — 2») = sen x, 
eos (x 2n) = eos (x — 2u) = eos x, 

lg (j-|-n) = Ig (* — «) = lg* . 

ctg (x + jx) = ctg (x — n) = ctg x (x n/r). 

I V. Fórmulas que ligan las funciones trigonométricas de un misino 
argumento : 

eos 2 a + sen 2 a= 1, (IV. 1) 

(1V - 2) 

H-clg*a = - 5 ¿ 5 -(agtJw). (IV.3) 

V. Fórmulas que ligan tas ¡unciones de argumentos, uno de los cua¬ 
les es dos veces mayor que el otro: 


sen 

2a = 2 sen a eos a, 

(V.l) 

eos 2a 

= eos 2 a — sen 2 a. 

(V.2) 

2lga 

( a ^x H "T - , a ^=-r + Jlfc )> 

(V.3) 

i —tg s a 

ctg 2a - 


(V.4) 

2 ctg a 2 ) ' 


1 -|- eos 2a = 2 eos 2 a, 

(V-5) 

1 - 

— eos 2a = 2 sen 2 a, 

(V.6) 

1 ± sen 2a = (eos a ± sen a)*. 

(V.7) 


* l’or ilmiuirr, fu miela» tr. si n>> luí y especiales reservas, so sobreen¬ 
tiendo que los parámetro» n, ¡i. I , w, ... toman cualcsquier valores enteros. 
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V1. Fórmulas de adición de los argumentos: 

sen (a ± P) — sen ce cus [5 ± sen |í eos a, (VI. 1) 
eos (a ± fi) = eos a eos |i y sen a sen (i, (VI.2) 

ig (« ± P) = - pp t g K l8 t g p ^ -y 'I* P# 4 + ***. 

a±p#-^- + JW«) , (VI.3) 

el g (a ± p) = ( a ^ 3m - P ^ n/c, a ± P ^ nm). (VI. ó) 


Vil. Fórmulas de reducción-. 


X 

n 

T 

H 

“T + ° 

D 

» 

3n 

es 

Sa - a 

sen x 

eos re 

eos re 

son n 

H 

B 

B 

B 

eos X 

son re 

E 

b 

n 

B 

son a 

eos re 

lg * 

clg a 

-clg a 

-lg a 

lg a 

Clg a 

— i lg a 

-lg a 

clg x. 

lg a 

-lg a 

—clg a 

clg re 

lg « 

-lg « 

-i lg re 


Para que sea más fácil retener en la memoria las fórmulas de re¬ 
ducción indicadas en la tabla, se puede aplicar la siguiente regla 
nemónica: 

1) determinar la denominación de la función (si el ateo a se di¬ 
seña desde el diámetro horizontal (u ± a, 2n — a), el nombre de la 
función se conserva, si el arco a so diseña desdo el diámetro vertical 

(y ± ce, ~y ± aj , las funciones seno, coseno, tangente, cotangente 
cambian por coseno, seno, cotangente, tangente, respectivamente); 

2) determinar el signo de lo función; considerando el arco a como 
ol del primer cuadranto, se halla el cuadrante en el que yace el arco 

y± a y se determina el signo de la función dada cu dicho cua¬ 
drante. 
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VIH. Fórmulas tic transformación de la adición de funciones trigo- 


noinélncas en 

su producto: 



sen a son (5 = 2 sen a t¡¡~- eos a , 

(Vlll.l) 


sen a — sen (5 = 2 sen — T¿ — eos —^— , 

(VI11.2) 


eos a -|- eos p — 2 eos “ eos a , 

(VIH.3) 


eos a — eos |i — 2 son a sen ^ . ¿ a , 

(Vil 1.4) 

tg a ± tg P = 

sen (a ± p) t n ? n ^ 

eos a cvs P \ 2 2 / 

(VIH.5) 

clg a ± clg (1 *,”[} ( a ¥= »«. P -t 6 n,( )- 

(VIH.(i) 


IX. Fórmulas de transformación del producto de funciones trigono¬ 
métricas en su. suma: 

(IX.l) 


sen a eos |$ = 


n cos(a —P) + 008 (o 4 P) 

eos a eos p =--— 

eos (a — fl) — eos (a + P) 
sen a son |i -- r ¿ - 


(1X.2) 
(IX.3) 


ííJUMPLO i. Simplifiquemos la expresión 

. , sen» (a - 270°) eos (3C0° - a) 

l\ a l" qj* (a - 00°) eos 3 (a - 270°) ' 


solución. Haciendo uso de la paridad de la función y —cosí o 
imparidad do y - sen x, y-—lgx, ohtoucinos: 

— sen 3 (270“ - «) eos (300° - a) 

1 (a)— — lt , 3 (9(J „ _ a) co¡ .3 (270° - a) ' 

Empleando las fórmulas do reducción, hallamos: 


/ ( a ) — 


— eos 3 a-cosa 
clg 3 a ( — sen 3 a) 


eos* a 


eos 3 a 


- = eos a. 


• sen 3 a 


La expresión inicial es idénticamente igual a cosa sobre el 
conjunto de tales a que son ct^O, cosa#0, es decir, coila# 
, un 
^ 2 ’ 

rjkmpIiO ¿. Demostremos la identidad: 


eos 4 a 


clg 


-tg— 


— = — sen 2a. 
a \ 
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solución. Transformemos el primer miembro de la identidad: 

r.os 2 a _ eos 1 « _ 

re a ~ 

ros -j- sen y 


a a 

sen y eos y 

C* ÍJ 

a a 
sen *2~ eos -y 


eos’ — sen* eos 1 y — sen 5 '~ 


a a 
sen -y eos y 

Poro {véanse las fórmulas (V.f) y (V.2), pág. 210) 

re reí -a re 

sen ~y eos -y = y sen a, eos* — son--y ~ eos a, 


re . a 
ctg-»-<B y 


por lo que 


cosca¬ 


re a 
sen — eos y 


eos 


*iL_ cosí « 
¿$ 


1 , sen a 

— y eos 2 a - 

¿ eos a 


1 „ 1 ,, 
y sen a eos a -- y- son 2a. 
i \ 


La identidad demostrada es válida a condición do que: sen y x 
X eos 0 y eos a =f- 0, o son, con sen a^O y eos a ^ 0, es 
decir, con a ^ y. 

kjiímplu 3 . Demostremos la identidad 


tg 5 2 cx — tg 5 re 
i — tg 5 2a lg 5 a 


Lg 3a Ig a. 


solución. Desarrollemos on factores el numerador y denominador 
de la expresión en el primer miembro de la identidad 


lg ; 2« — lg 5 re _ (lg 2a —tg re) (lg 2re-|- lg re) 

1 — lg 5 2a tg 5 re (1 — lg 2a lg a) (1 -|- lg 2 a lg a) — 

_ lg 2a -|- lg re tg 2re — tg a 
1 — lg 2 a lg a 1 -|- lg 2a lg a ' 

A continuación, empleando la fórmula (VI.3) (pág. 211), baila¬ 
mos: 

tg (2a -f- a)• tg (2a — a) = lg 3a- tg a. 


La identidad demostrada es 
T^y + rm, 3a=^-~ + ¡un, es 


válida oonaTty -|- nk, 
decir, 00110 . 7 '-—- |--y- 


2 k 7 ^ 


y 
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=r= -jr- -|- - ]l ^‘ (id coa jimio P de lodos los números de la forma 

—^—| jt/c osla contenido en el conjunlo 71/ de todos los números 

ile la forma j . 

ejemplo «. Domoslremos la idealidad 

4 sen a sen ((50° — a) sen (C»fl‘ -|- a) — sen 3a. 

soi.uciOn. Aquí, es conveniente omplcar para el primer miembro 
do la identidad las fórmulas del grupo IX (pág. 212). Tenemos: 

4 sen a sen ((50° — a) sen ((50° -f- a) = 
z. . „ eos (00° — a — CO°—a) — cns (00°-a l-0U° -p a) 

— 4 CX ' - - ... ^ " — 

= 2 sen a (eos (— 2a) — eos 120°) — 2 sen a (eos 2a H- -j-) == 


o . sen (a — 2 a)-P son (a-P 2 a) 

= ■ 2 sen a eos 2a + sen a = 2-- --- 5 — 1 - — + 

-|- sen a — — sen a sen 3a -| sen a = sen 3a. 

Rs evidente. que la idonlidad demostrada es válida con lodos los 
valores reales do a. 

ejemplo 5. Comprobemos la igualdad 

son 47° sen 01° — sen 1 I o — sen 25° — eos 7 o . 

solución Para la transformación del primer miembro déla igual¬ 
dad empleemos las fórmulas del grupo VIH. Tenemos: 

(sen 47° -p se» (»I") — (sen 11° -|- sen 25°) = 2 son 54° eos 7 o — 

— 2 sen 18° eos 7° = 2 eos 7° (sen 54° — sen 18°) = 

= 2 eos 7 o -2 sen 18° eos 3ü°. 


Si la expresión obtenida se multiplica y divide por cosl 8 °, es 
posible hacer uso de que 2 sen 18" eos 18° = sen 36°. 

Entóneos, ubleiiemos: 


„ 70 sen 30° eos 3U° 

2 OOS 7°-rró— 

cus 18 


Así, pues, la igualdad inicial es cierta. 

Observación. En muchos casos, cuando tenemos el producto do la forma 
sen a eos 2a cus 4a-. . eos 2"a o do la forma eos a eos 2a eos 4a-. . .•2' l a, 
es útil el pro' i>d tunen lo que utilizamos un el ejemplo 5. El consiste en que la 
expresión dada se uiiiil¡plica y divide por cosa o bien, por sena, cou el fin 
da que despulís de utilizar la fórmula 2 son a eos a = son 2a, seguidamente la 
fórmula 2 scn‘2 a eos 2 a — sen 4 a, etc., simplificar la expresión dada. Ilustre¬ 
mos lo dicho con un ejemplo. 
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2 n 


4n 


8 >( 


lBn 


EJEMPLO 6. Calculemos COS COS -¡jg- eos eos yryy eos 


X 


XCOS 


32w 

65 


solución. Designemos el producto dado con .4. Multipliquemos 
y dividamos A por 2sen-^-. Como 2son eos -yy- - son —y- , 


Zn 

05 


2n 

Ii5 


4n 

65 


8 ji 

65 


1 Oh 
65 


32n 

IT 


2 sen 


65 


A continuación, tenemos: 


2 n 2n 1 4n \n t 8 h 

sen ir CÜS ir = t *'» if, : «" ir CÜS ir - t rai ir • 

ele. Como resultado, obtenemos 


A-. 


sen 


64n 

65 


senfn-JL) *n-¿- 


2" sen 


05 


Císc,, ír 


04 sen 


ir 


i 

<*4 • 


e.i emulo 7. Sabemos que Ig a = — y y < a < n IIaliemos 

los valores de las domas funciones trigonométricas del argumento a. 
solución. Ante lodo hallemos el valor de clg a. 

. 1 4 

leñemos: oiga 


(IV. 2), obtenemos: 


tga 


eos 2 a: 


— 5 *. A conlimiación, de la fórmula 

O 


i 


t H- tg 4 a 


16 

25 ‘ 


Es decir, eos a = 4- o bien cosa——Pero, de acuerdo con 

ti W 

el planteamiento, a pertenece al segundo cuadrante, donde el coso- 
no sólo toma valores negativos. Así, pues, cosa = — 

Como f,g a = - —— , sena—Ig a eos a, de dondo sena — — . Do 
° eos a •» 

modo que ctga-^—-y-, cus a = —y ; sena = -^-. 

ejemplo 8 . Calculemos sen a, eos a, Ig a, clg a si a — 112°SO'. 

solución. Do la fórmula (V.5) so desprendo 


. í 1 -)- eos 2a 

Icos a | = y - r ¿ -. 

Como 90° < 112° 30' < 180°, eos a < 0. 
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Según el planteamiento 2 a. = 223°, es decir, 


eos 1 \ 2°30' 



I -|- eos 220° 
•> 



V 2 -j- | 2 


De modo análogo, empleando la fórmula (V.(>) y teniendo en 
cuenta que, según el planteamiento, a es un ángulo del segundo 
cuadrante, oblonemos: 


sen H2».W - / 1 -~.gr =- -lí»;I 
tg 112°30' -- - ^'ÍLX¿ - -— (1-| 1/2), 

clg 112\'l0' •=-!-= l — 1/ 2. 

-(i [ 1' 2) 


> 


ejemplo 9 . Calculemos tg-^- si eosa= —0,0 y 180°<a<270°. 

soí,ucjOn. Del pJanleamienlo so deduce que / ‘' r ’ 1> <-y < (>7°30'. 

Pero, entonces lg-^->0. limnleimdo las fórmulas (V.5) y (V.0), 
obtenemos: 



I —ros — 
~ cT 1 

I | eos — 


Como de acuerdo con el planteamiento 180° < a < 270°, os 
decir, <K)° <-2-< 135°, eos < 0. De modo que 



1/5 

5 


ejf.mcia) iu. Calculemos 


m ct 3a 
losen —sen— 5 - 

¿ ¿t 


si 


cosa = 


3_ 
4 ■ 
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solución. Según la fórmula (IX. 3) y, a continuación, (V.5) 
obtenemos 

a . 3a 


... a sa. 

10 sen ~Y son •-= Ib 


eos 


/a 3a \ (a . 3a\ 


2 


= 8 (eos a — eos 2 a) — 8 (eos a — 2 eos 2 a 1 ) 

Pero cosa = -^-, por lo que 

16 sonson -^-=.8 (-|--2 (-f ) 2 + *) 

ejemplo u. Demostremos que si a>Ü, (5>0, y > 0 y a + (5 |- 
n 

+ 7= y. 

lg a lg P -|- tg P tg y + tg y Ig a = I. (I) 

solución. Transformemos el primer miembro do la igualdad, 
tomando en consideración que, de acuerdo con el planteamiento, 

Y = 4 -(a + P): 

tgatgp-|- tg P tg 7 H- tg 7 lga= tgalgP-)- 

-|-tg 7 (tgp + tga) = lgal.gp-|-lg (y—(«-I í 5 )) X 
X (tg a + tg |J) = lg a tg p -|- ctg (a -(- P) (tg a + tg p) ~ 


= tga lgp-|- 


(Lga-|- lg P) = 


igta-l-P) 

= tg a lg p -|- l^a + igV (lg “ + lg í!) “ lg a 1B |l h 
-|-1 — l g a tg p = 1. 

De este modo, la identidad (1) queda demostrada. 
ejemplo 12 . Demostremos que si <~uC.n, 


/ Zclga + ’J^-l-oLga. 
demostijación. Tenemos: 


( 2 ) 


j/ 2 ctg a + -¡¿Y = v 2 clg a + 1 cl &* a ~ 

= /(H-ctga) 2 = 11 clg al. 

Como en el intervalo -^-CaCn se verifica la desigualdad 
ctga< — 1, en ese intervalo l+clga<0 y, por consiguiente, 
11 -1-ctg al = — 1 — ctg a. 
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3u 


Así, ¡mes, si y -<ec<K, la identidad (2) está demostrada. 

ejemplo i3. Demostremos que si sena -1- senp = 2sen(a-fP), 
donde a + p^-a/t, 


, a , |l 1 

tg —lg T = T . 


(3) 


demostración. Transformando los miembros primero y segundo 
de la igualdad sena-|-sonp = 2scn(aH-f5) según las fórmulas de 
los grupos VIII y VI, obtenemos: 


2sen-2±S.cos-ijS- 


\ sen 


a-l-ÍJ 


eos 


a+P 


Como a -| p nk, es decir, ~ , cos- K ~^ = 

sen—i"—y, entonces, do la igualdad (ú) se desprendo: 

u 


eos 


a-p 


• 2 eos 


a-|-P 


(<) 

= 0 y 

(5) 


Consideremos la expresión tg—lg-L. Tendremos: 

z z 


a . P 


sen ~2~ sen y 


eos y- coa y 


cos 


a-P 


-eos 


aTP 


a — p " a-f-P 
tos— tt—-I eos— 


(hornos empleado las fórmulas (IX.3) y (IX.2)). Haciendo uso do la 
igualdad (5), obtenemos: 


a — p a-|-P 

eos —ir 1 -eos —¡r 1 - 


„ a-l-P aH-p 
2 cos —tH eos —r— 


cos 


a-p 


-eos 


a + p 


. a + P , a-|-p 

2 eos —^- + cos —K-t— 


3 ’ 


Así, pues, la igualdad (3) queda demostrada. 
ejemplo h. Demostremos que si 

lga---y, senp = -p=-, 0<tt<}y0<(l<|, 
a + 2[i = ^-. 

solución. Calculemos tg(a + 2fi). Tenemos: 


«•í-^-TÍSÍ^ 


H-tg2P 


1 —18 
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Ahora, hay que hallar el valor de tg‘2|3. Con este fin hacemos 
uso de que sen(3 = — 7 = -. 0 <p<-£-. 

Tenemos: 


eos fl - ]/ i - son 2 JJ y 1 - -¡y = -y=r , tg (1 

_2_ 

tg 2(1 — 2t ^ - 3 ,3 

k 1 l-ig z P 1 4 • 


sen |t 
cus p 


2 ’ 


Es decir, tg (a-|- 2(5) 


_L+A 

7 1 \ 


1 —1—iL 

7 4 


= 1. 


De acuerdo con el plan leo miento 0<a<4f- y 0<p< y, así 

que 0<2p<n, pero tg2p = -~ ;>(), o sea, 0 < 2(1 < ~ y, por 
lo tanto, 0<a-(-2(i< 31 . Pero en ol intervalo ]0; ji| la función 
tgx toma el valor 1 sólo en el punto ~. Esto significa quea-t- 

+ 2P-T* 


1203. 

1204. 

1205. 

1207. 

1209. 


fcJIil ICIO tus 

.Simplifiquen las expresiones: 

2cos (y — a) sen (y + «) lg(n —a) 


etg (y4«) sen (n — a) 

sen (-y-4- a) l B ( y -I* P ) se» (-y — P) cl B ( y 4-*) 


eos (n —a) ctg (-y— p) 


a , , a 

ct B y + tg T 

clg 1 lg T 
tg 8 (45° + a)~l 
lg 1 (45®+a)+t • 

2 eos 2 a — 1 


eos ( 2 n — |i) tg (;t — a) 


1200. 


sen 4a 


— clg 2a. 


'«"• “ (t+t) 


1 — «en a 
eos a 


2tg (y-«) sen 2 (-j-+a) 

1210. eos 2 (a + P) + cos 2 (a — fi) —eos 2a eos 2{5, 
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¡ 2 i| sen q -|-sen 3a-¡-sen 5a 
ros a eos 3a -)- eos 5a * 

¡ 2)2 sen g-¡ sen 3a -|-sen 5a 4- sen 7a 
cas a-|~ cos 3a-|-cos 5a -h cos 7a * 
l?n so" a-|-seii3a + sen 5q-|- ...-(-sen (2»i - t) a 
eos a -heos 3a -h eos 5a cas (2n — 1) a ’ 

,,,,, I'2 —sena—cosa 

UU - ion a-ros a-* ,2,r '- **** I -l eos 2a+ 3. 

12 te. __— 11,3 2g [ 2|7 ■*•■■* 2a — 4 sen* a 

l-|-ois<ia 1 -I-eos2a ' ' sen'-' 2a-j-4sen 1 a — i ‘ 

,ai8 - “"’(■•}•*f)-««M t-t)- 

(■>(<) «en (OI 0 -!-a) 


íwm ^tr. n -| ~j srn (75®-- 3) 


Compruelicn las igualdades: 

1220 . sen —COS ' 1221 . tg55®—tg 35 8 = 2 Ig 2 íl°. 

1222 . 8 eos 1 1 •“ t'is 20 " eos 4' I*=clg 1 CV\ 

1223. eos -£ eos 122 4. co, J--| eos ~ = -y • 

122 . r >. tg 30*-|. lg 40 °-h tg .Vi® -h Ig Do® = 1 '3 eos 20 » 

3 

1220. son 7‘ i* -I- 8 eos 2' r cas 40° eos 3"“.= 2 eos* lo». 

1227 1 ~ '' * |,| ‘ 11 * " “*■*" 7i i° _ 

2 sen lo» ~ • 

1228. cos24 : '-| cus48' — eos84" — cos 12° . 

1221). eos iiL | t.,« ~ + cos <™_ = _ 

1230. tg 2 «i» -|. ig 40»-I- tg »o» - ig (JO® = 8 sen 4o». 

1231. tg« 20» - 33 I g' 2"® + 27 Ig* 20® = 3 

1232. sen 5 ~ son 5 sen* - 3 -=-^ . 1233. Ig* 30Mg* 72’«5. 

1234. tg 55» tg 05" tg 75“- tg 85». 1235. Ig SI tg i*. lg _ ,/y. 


Tü cos IT cos 


I ¿JO. cus37- es 37- ras 37 eos -37-= - es — 

Uunnusl reii las identidades: 

1237. i£!Ü8i:.1!Lj sen (y —«) acn(a-|J) 

cns|5ecs 7 cas veos a 1 cas a eos |t ' 

inu W " 5 J« rus 3 3a 

- :—5-=8 cos 2a. 


123!t. y r.,s 5 « cus* (S--3 sen 2asen p-|-sen* a sen* fin |cos(a-hP)|. 


15 cos 15 
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1210. 

1241. 

1242. 

1243. 

1244. 

1245. 

1246. 

1247. 

1248. 
1243. 

1250. 

1251. 
1202. 

1253. 

1254. 

1255. 
1250. 

1257. 

1258. 

1259. 

12G0. 
1201. 


clg(^-a)s e n(f-l-a)seo(«-^) + 

-(- tg (ji + a) nos (n + a) eos (2 íi — a) = 0. 
sen (a — 270°) eos (a H-Í>i°) Ig (3a— 18"°) = 

= eos ( 1 & l° - a) sen (180° - a) ctg (9. I o - 3a). 

3 (sen 1 x -(-eos 4 x) — '¿ (son 4 x -|- eos* x) = 1. 
tg 3 a 1 . ctg 1 a 


sen 4 a sen a eos a 1 eos 4 a 
eos 3 a — eos 3a , sen 3 a -|- sen 3a 


cosa 
eos 2a 


sen a 


= lg 3 a + ctg* a. 
3. 


1 — lga 


1-(-sen 2a 1-f-tga ‘ 

1 — son 8a = 2 eos 2 (45°-(-4a). 


a a 

cos __ st .„_ 


1 


cosa 

2 eos a 


■lg a. 


1—eos 2a 
eos -1 a + tg a 


a , a 

cos — -(-sen 

clg «-(-sen" 1 a _ 
sen a -|- lg a 

(«• + -!-)- • 

(eos a-j-sen P) 4 -(- (sen a — cosjl) 4 —4 eos* ^ 45° -|- — 

2 ( scn3a"l' Cl8 2a ) =cl *T~ ,e T* 

1 — 2 eos 4 ip 

*-— = tg <p — ctg in. 

sen «p eos <p 

Y 1 -(-sen a — \ f I — son a = 2sen í 0 < a < — j . 

4sen (a-|-~) sen |a —J =4sen*a — 3. 

2 cos a cos p cos (a + p) = cos 4 a -|-c.os 4 p —sen* (a | |1). 
cos a -|- cos p -|- cus y + cos (a-(- P I y) = 


= 4 cos 


a-(-p a-|-v P l y 

—±- 1 - eos —cus - . 1 

C £. ¿» 


sen a + sen p 


, a-|-p . , a-P 

tg—ñ-^+Clg - 


sen (a-(• P) sen (a —P) 
2 eosp 


eos a —i- cos 3a-i-eos 5a — 8 sen 1 a eos 3 a. 

¿é c 


2 sen a — sen 3a -(- sen 5a 
cos a — 2 cos 2a -(- cos 3a 


2 eos 2a 

•«T 


cos a + cos (120° — a) -(- cos (120°-¡- a) = Ü. 

. /uro, V. /oro . 2 COS (ltf + 2a) — 1 

tg (35 + a) lg (25 — a) — 


2 cos (1Ü° 4- 2 a) -|- I 
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12G2. 


-Li- tus 2a-sen 2 a 

1 1/3 

1-y -eos 2a--— sen 2a 


:lB ( a+ f)- 


1203. 

12G4. 


Calculen sai emplear las tablas: 
sen 10° eos 20° +eos 10° sen 20° 


eos 19°eos 11° — sen 19°sen 11” * 

sen *1° eos 30° — eos 9° sen 39° 

H.u 5 ji , 3n bu 
cos - eos - F H-sen -y- sen 


I2G5. eos 15° 12GG. tg 19°. I2G7. sen 285°. 12G8. coslG5°. 

I2G«J. cos 292*30*. 

1270. 2 sen 40“ + 2 c.s 130° - 3 sen 100° - 3 cos (- 110°). 

1271. eos 11.1° eos 30° tos 00° cos 70°. 

1272. 10 sen l(i° sen 30° sen 50" sen 70° sen 90°. 

1273. t.g 9° - 1g 27° - li: 03° -(- tg 31°. 

1274. Calculen sena, cusa, tga si ctga =—2 y 

1275. Calculen sena, tg a, clga si cnsa=— 7 - y n< 

O t* 

I? 3ji 

1270. Calculen «a, Iga, clga si seua=.-■— y + 5 — <a<2n. 

lo ¿ 


5 


1277. Culi ilion sen 2a, cos 2a, tg 2a, ctg2a si cosa=-^j- y 0<a<y 
.o™ 5 sm. a-1-7 eos a 4 

81 a— "To" ’ 

127 


ü cos a—3 sen a 

279. Calculen o>s|—J-—aj si sen a =- - y y n<a<2n. 

1230. Demuestren que a-|-í¡=-7- si scua=—L-, 5CiiB =— 

4 1/5 |/10 

0 < a < ~ , 0 < |i < . 

1281. Hallen: a) lg* a-f-ctg 2 a; b) tg 3 a + rlg 3 a; c) tga—Clga 
si Iga + clga —»t. 

1282. Calculen son , cos-^-, tg ~ si a) cos a = 0,8 y 0 < a < -5-; 

¿Oí O 

b) tg a = 3 -y- y 180 , <a<270°. 

1283. Calculen sen— si sena=-~- y 450° < a < 540°. 

1284. Demncsl ren que sen 1— u i , cosx— , tg.t= ^ a2 . clg* 

I — a- -t 

= lg T = a * 

a 1/7 

i 1¿85. Calculo» Ljz -T- si sea a -J- cos a = —- 

¿ 


2 


y 0 < a < . 
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Demuestren les identidades: 

P 


1280. 1 -l-ctg -jj-+clg (45° - -|) =clg - 2 - clg (/,0 o - . 

1287. tg 3a = tg a tg (00°+a) tg (C0°-a). 


1288. eos a eos 2a eos 4a eos 8a eos 10 a = 


sen 32a 


32 sen a ' 

128!). 9 eos 15a 3 eos 7a -f 3 eos 10a + 9 cus 11 a = 24 r,os n 2a eos 13a 
1-j-scn a eos a ]/2sen 2a 


1290. 


4 sen 


(t-«) ' 


son 1 a —eos -1 a —sen a-|-eos a 
1291. 3 — 4 eos 2a-|-cos4a = 8scn< a. 

sen a = |/2 si 0 < a < rt. 
2 


i m '-> V- 


i 

1 —cusa 


1 


— —r— si — -?-<a < 0. 
sen ¿a ¿ 


1293 . ]/ - \ 

V scu* a eos 2 a 

1294. y sen 2 a (1 -(- clg a) -|- eos 2 a (1 -|- tg a) = |/2 eos ( a — ~ j s, — a < 
^ -j- , a =¡fc 0. 

1295. l/ctga4-eosa-|-j/ctga —cosa = 2cos-y )/ctg a si Oca»;;-- . 

1296. 


, 6 . |/ *± 22 !L£L-/: 

r 1 —sen a K 


1 — sen a 


i +sen a 


2 tg a si — ~ 2n/f < a < ~ -|- 2nk 
—2 tg a si ~ 2nft < a < - -|- 2n/r. 


1297. |/lg 2 a-|-clg a a-|-2 = 


1¿T si **<«<-£ + ’“ 

2 . a , 

- r ,— si—s-H-nfc<a<n«. 

sen ¿a ¿ 


1298. y i -|- eos 2aY 1 — eos 2a -|- /¿(sellad ros a) = 
2 ]/2 (sen a-1- cosa) si 2»fcs^a^l ^--|-2nfc 


2 |/5sen a 
0 


si —\- 2nk < a < n +2nfc 
si n+2n*^a<n + 2nfe 


2 y 2 eos a si 2_.|-2 jiA-< a < 2n-|-2n¿. 

_ La 

1299. y 1 -f- 2 sen a eos a = 

|/2cos(a—J-J si—í- + 2)iA<a<-|í- + 2nA 

— |/2cos(a — si ~^-+2nft<a< 
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1300. Ig 2a (g (Hrr—a)-| lg ¿a a) | lg (OH 0 —a) Ig (30°—<x) = l. 

1.101. sen 2 » sen '(p~ y)-¡ sen^P siui'ty—a> | sen 3 ysnii*{«—P)=¡ 

= 3 sen a sen p mui y sen (a — (*•> sen (p — y) son (y — a). 

1302. cosa-pcnsfl-| i <>s y — 1 -1 \ sen sen ~ s¡ a | |l-|-y —n. 

1303. sen a-|-M'ii |1-| wn y = <í eos eos-y-eossi a-pp-py=H. 

UM • l 8 «-I-1g P -I- lR Y~ <R <* lg [’. Ir y si a | |l -| y -- /i. 

1303. ros 2 a. +ios-11 -|- eos 2 y — 1 = (— 1)" 2 os a rc-s p eos y si a P -|-y = «n. 

1 300. sen a -1- sen p m íi y = 'i rus ros -t- son ~ , si a -p 11 -= y, 

1307. sen a. -| mi [' -fren y-|-sen il — \ son —~~ sen J, V sen --4 j~ si a-p 

+ p-|-Y+* 2n- 

1308. eos 5 a -| i-is- p — cns 2 y — ros*6 = 2son ip + y) sen (a + y) sen (a+|i) s¡ a-f- 

-I-IM-y I «-2)1. 


rhumiosiron i|iio: 

1300- Si lg 2a —clií 2|1 — rlg 2y=”lg 2a «Ir 2p rtg 2y, a PP-Py=y- ”• 

1310. Si lg o. I Ir p 1-lRY-—tg« IgP IRY, a-p P-P Y*= ««• 

1311. Si sen 2 a -| su’ p -psoii* y — 2 — 2 eos a ros |t cus y. 

a-|- P-Py = h (2/t-p 1) 

a — p-| y = n (2i+ I) 

“+P — Y = J»(ür»+l) 

a —p—y=)i (2n-|-l). 

i ,.__L_ = _J_ 

1 1 —msen 2|1 1— m* 


1312. Si ni son t'¿ | p) =cos (o —11), 


1 - ni son 2a 

1313. Si ros' r, |. i-iis 2 p = m, ros (a-pp) ens(a—11) = m —I 

1314. Si 3 mui p --«iii (2a -ppl, lg (a-PP) = 2 Ir a. 

1315. Si ?oii s p —'huí acosa, rus 2(1 = 2 i os 1 (~ 7 --|-aJ. 
1310. Si sen 13a | |l) = 2sonp y p /- nk, lg ta + p) = 3 lg a. 
1317. S, {— — «="• 


yui2a = n—m*. donile—| 2^^ 1 2, n=l. 

»»■ si »<■■+»■)-*.*». 

,„„„ i sena Piosa- = ni , , . .. 

1320. Si < , . , »«* — .l«H-2»-(l. 

I "on 1 a Pros 1 a -n, 

t i i; a P Ir a = hi 

I 

-ros a — II, 

ros a 

1322. Si | (( ^, n s a + 3<? eos 2 a sen a = n 
p ni 2 l'{"i — o) 3 = 2>/«• 


2mn 

m 2 -pn 2 


1321. Si 


\íin-n — a ¡ r mn* = 1. 


■os a 

111 ,.s 2 a -p 3<i rus a sen 2 a = »•< 


3 
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§ 2. Transformación de las expresiones que contienen 
funciones trigonométricas inversas 

Recordemos la definición de funciones trigonométricas inversas, 

l) j/Bsorcscnx es una función definida en el segmento [—1; 1), 

inversa a la función £ = sen y, y 1. Así, pues, 


(¡/ = a reso u .r) 



sen y = x. 


ii 

T 


Para toda x del segmento [ — 1; f|, tenemos: 


— y^aresenx^y , 
sen (aresen x) = x. 


(I) 

m 


2) y = árceos a: es una función definida en el segmento I—1¡ 1), 
inversa a la función x = eos y, y £ [0; ni. Do osle modo, 


. , o<y<n 

(y = árceos x) -s=> 

eos y = x. 


Para toda x del segmento (—1; 1J, tenernos: 

0 ^ árceos x < n, 

eos (árceos x) = x. (A) 

3) y = arclg x- es una función definida en j — oo; oo|, inversa 
a Ja función .r=lgy, y$ ] [. Así, pues, 


[y = arclg x) 
Para toda x, tenemos 


n _ ^ a 

-—<«/<- 

<g!/ = -r. 


— -2-<arrlgx<y , 
Ig (arclg x) = x. 


(5) 

(0) 


4) y = arcctg x es una función definida en ] —oo; oo|, inversa a 
h función x = clg y, y 6 10; ni. Así, pues, 


p = arcolg x) <=s- | 
Para toda £, tenemos: 


0 < y < n 
clg y = x. 


15 — 0204 
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0 < arcclg i <C n., (7) 

clg (arcctg x) = x. (8) 

Las funciones y — aresen x, y = árceos x, y = arctg x, y — 
= arcclg x reciben et nombre de / unciones trigonométricas inversas o 
cicloméh iras. 

Señalemos ciertas identidades do importancia: 
nreson (— x) = —aresen x, (— l < x < 1), 
árceos (—x) = n — árceos x, (—1 1), 

arclg (—x) = —arctg x, 
arcctg (— x) — n — arcctg x. 

Examinemos ejemplos. 

i:',j kmi'I.u i. Simplifiquemos Ja expresión eos (aresen x), donde 
-1 < x<; 1. 

solución llagamos aresen x = y. Entonces sen y = x, — y 

Almra, para bailar cosí/ empleemos la relación cos 2 ye=l — 

—sen- y. O sea, cos 2 y=i —x 2 . Pero — -íjj- <y<4¡ry 011 0310 
segmento el coseno sólo loma valores no negativos. 

Asi, pues, eos y~Y i — x 2 , es decir, eos (aresen x) = j/i — x 2 , 
donde — 

ejemplo 2 Simplifiquemos la expresión eos (2 aresen x). 
solución, eos (2 mesen x) = eos 2 (aresen x) — sen* (aresen x) = 
- (I - X 2 ) - X 2 = 1 - 2x*. 

ejlmi’i.o a. Simplifiquemos la expresión sen (arclg x). 

solución, llaga mus y — arclg x. Entonces, tg;/ = x,- 


. Para hallar eosy hagamos uso do la igualdad cos 2 y = 
= . Pero —r<tf<4 y en lodo este intervalo el co- 

i-l-lg-!/ ¿ ¿ j 

seno sólo loma valores positivos. Por esto, eos u= , es 

pl-l-tg*tf 


1 


decir, eos (arctg x) = — 

I- 1+x 2 

Como sen y = tg ¡/-eosy, sen (arctgx) = — ^ ^ . 
uji.ni'LO 4. Calculemos sen arcclg ^—|-)). 

fui uiiiON, Sea arcclg ( — 4-) =-ct. Entonces, ctga=- -, 

0 < a< n. (con mayor precisión, -£- < a < u, ya que clg a < 0). 
Hay que calcular sen-y. Tenemos: lga=— 
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Empleando la fórmula 1-j-lg 2 a 


-i—, hallamos eos 2 a-- — . 
)s l a 2.) 

Poro según el planteamiento 4 -<“<jt, y en este intervalo 
cosa<0, por lo lanío, cosa=- 

O 

Conociendo cosa podemos hallar sen-íp haciendo uso de 1» 

u 

fórmula 1 — eos a = 2sen 2 ~. Obtenemos sen 1 ~ = do donde 

a 2,. a 2 r, n ^ a , n 

sen — = o bien sen — = — —^. Pero, — < — <; -y , v en osle 

intervalo el seno sólo loma valores positivos. Así, pues, 

»n(4-«clg(-4))=^. 

ejemplo r>. Calculemos arreos (cos( — yji) ). 

llagamos y = árceos (eos ( — y)] - Entonces, eos y = cos( — yji) , 

Tenemos: eos ( — y nj =cos ( — 4n-|-y n ) “f |)S y n - 

3 'i 'i 

De este modo, eos — n- eos y y, como 0<L-*<«. !/ r 11 - 

O d d 


MISHHVACION. La igualdad arreos ^cos ^- jj- n) j =-- n nn es 

cierta, ya i¡uc es evidente rpic el arrocoscno no puede tener un valor igual 
n |-y- (véase la relación (3), piig. 22. r >). 


ejemplo o. Demostremos tpie 

árceos + árceos ( — y j = árceos ^ — j~ ) . (U) 

demosthaciON . llagamos a — árceos-^-, P = árceos ( — 4-j , y — 
— árceos ( —j| j. Entonces, a= -j- eos p = —f 1 "T <fp< n i 

cos v= -j?, . -T < y <R - 

Demostremos que a + P = y- Con este fin examinemos la igual¬ 
dad T (a + P) = T (y), donde T es cierta función trigonométrica. 
Pero de la igualdad T (a + p) = T (V), hablando en general, aún no 
se deduce lo igualdad a -j- p = y (p. cjsen 30° = sen 150°, pero 
30° =f= 150°). La igualdad a + P = Y tendrá lugar si a + p y y per¬ 
tenecen a un mismo intervalo de monotonía de la función 7. 
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lin el ejemplo que consideramos 7 pertenece al segundo cuadran¬ 
te, mientras que a -|- P, bien al segundo o bien al tercer cuadrante, 

es decir, tanto y como a p pertenecen al segmento ^r]- 


Por esta razón, como función T es ventajoso lomar otra función 
trigonométrica que sea monótona en el intervalo indicado. Tal fun¬ 
ción es, p. ojel seno. De forma que hallemos sen (a -j- p). Tenemos: 


sen (a -\- p) = sen a eos P -|- eos a sen P = 

- sen - j • ( —y)-|cos-^--/l —cos 2 P« 

\ f l . 4 |'3 3 \'Z 

14 14 14 * 


Así, pues, scn(a-| p): 


3/3 

14 


Calculemos ahora son y. Teñe¬ 


sen y 


— 1 — eos 2 y = 




3|'H 

14 - - 


De modo que hemos obtenido: 

sen (a -f P) = sen y. ( 10 ) 

Como a -|- p y y perlonccon a un mismo intervalo de monotonía del 
seno, de la igualdad (10) se desprende que a (1 = y. Así queda do- 
mostrada la igualdad (9). 

i'ViKMi'LO 7 . Demostremos que si —1 < x< 1, 

aresou x = arclg * . (11) 

y 1 — x 3 

ih'.SiMOSTuaciOn. Calculemos los valores de la tangente en ambos 
miembros de la igualdad (11). Obtenemos 


(g (nresen x) —- ^t==| 


1 




í 


es decir, ¡as Umgenles son iguales. Seguidamente, — y < a resen x < 
<y(las desigualdades son estrictas, ya que, según el plantea¬ 
miento — 1 < .r < 1 ) y <arclg x .—- < - 5 - , es decir, 

í yi—** 6 

a resen x y arclg x pertenecen al mismo intervalo de monotonía de la 
tangente. De esto modo la identidad (11) queda demostrada. 
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Calculen: 


1323 

132/, 


323 . 2 arcsen —y-) +arcclg ( —1) + árceos—y 

• (5 arclg -y arcsen ) . 

1325. sen ^ 3 arclg f/3+2 árceos 4-) . 

I32U. eos ^3 mesen -4j— -i-.árceos ^—5") ) • 

1327. árceos (eos — j . 1328. arclg (!g 0,3n). 


— arcros i — I). 


132!) 


. arcsen ( —sen n) . 133». árceos ^ —cus y- j . 

1331. arclg ^ —lgy-j. '332. nrescii ^sen -4y- J -|-arri'«we«s 1 *1—j 
1333. arclg (— tg -y—) -f-arcclg (clg ( — -y-)). 

133/,. sen(-g-arcícn (— — y— j j . 1335. ig arcsen -jyj . 

133G. clg | — mecos ^—y] J . 1337. sen ^arclg—arcsi'ii ——j . 

1338. eos ^2arclg-|-+árceos y) . 

133!). sen ^ 2 gui san -y-árceos -y-j J . 

Simplifiquen las expresiones: 

1341). eos (árceos x + árceos y) 1341. sen (árceos ,r + arcsen y). 

1342. tg (arclg x -1- arclg ;/). 1343. Ig (arcsen x + arcsen y). 

1344. sen (2 arcsen x). 1345 . Ig (2 arclg *). 

I34G. eos (2 arclg .t). 1347, sen (2 arcclg x). 

1348. eos (2 arcclg i). 1349. eos (ynrccosíj, 

135U. Ig (-y arclg*) . 

Comprueben las siguientes igualdades: 

1351. arclg y-|-arclg y=y • 1332. arcc-lg y -f arcclg -|-=- -y-. 


5ji 


1353. arcclg y+ 2arcclg —-—. 

,•>-/ 4 2 1 

1Jo4. arcsen——árceos ~' ' 

J 


,.,rr 7 . 1 7 3 

1.1 jo . arcsen -y -f árceos y = árceos — 


—=arclg y. 
7 

25 
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1350. arclg —~ -(-árese» -=arclg ( 3-(-2 V~¿)- 

1357. arclg -y+arclg -[-arclg = 

1358. aresen - 7 --(-aresen —r- |-arcsen - 77 - — —. 

Uk’iiiiHwlinii las siguientes irlriiliilndes: 

1359. «retu x --aresen — . x . . . 

[ árceos |- / 1 — x J sí 0 < x ^ 1, 

,_ 

— árceos )M — x* si — 1 ^ z < 0 . 


13(50. árese 

13GI. árceos r — 


áresen |^í —x* si 
n — aresen | / 1— x* si — l^i<0. 

1 


árceos 


13G2. arclg 


1363. árceos r = 


1364. arclg x- 


1305. aresen r = 


13GG. arretg x — 


13157. arretg x = 


—árceos 


/1+»* 

1 


si *>0, 
si x ^ O. 


» / 1 H -* 1 

\f I — T* 

arclg - si 0<x<l, 


l'l-x» 
íi are Ig ——-- 

arcclg — si x > 0, 


si —1 < .r < 0. 


arcclg ——n si x< 0 . 


arcclg 


arcclg 


Vi-** c! 


Ki-x* 


aresen ■ 


si 0<x< 1, 


-n si —1 


ri+** 


si x > 0, 


n — aresen 


Vi+** 


si x < 0. 


arclg — si x > 0, 


ji +arclg — si x<U. 


13G8. 2 árceos J/ -iifL — árceos x. 

1369. árceos(2x 3 — l) = árceos i si x>0. 
z 
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§ 3. Demostración de desigualdades 

Al demostrar desigualdades trigonométricas se emplean los mis¬ 
mos procedimientos que al demostrar las algebraicas (véase la 
pág. 33). Sólo liemos de señalar que durante la demostración de de¬ 
sigualdades trigonométricas por método sintético, como de referen¬ 
cia se utilizan con frecuencia las siguientes desigualdades: 

|se.nx|<l, |cos.r|^1, senx<x<lgx, donde 0 <x < -£■. 


En ciertas ocasiones como do referencia se emplean las desigual¬ 
dades que se desprenden de la monotonía de las funciones geométri¬ 
cas. P. ej., en el intervalo las funciones y = sen x e ij = 

= tg x crecen, mientras que las funciones y = eos x e y — clg x, 
decrocon. Por esta razón, si 0 < x, < x 2 < y, sen a, < sen x„ 

eos x t > eos x ai tg x, < tg i,, clg x¡ > ctg x 2 . Desigualdades aná¬ 
logas pueden ser obtenidas para otros intervalos de monotonía de las 
funciones trigonométricas. 

Examinemos ojomplos. 

ejemplo i. Demostremos la desigualdad « sen 2 a -\- ■ g ^ 

^2 Yab si sabemos que a > 0, b > 0, a nn. 

demostración. Hagamos uso de la desigualdad que liga la 
media aritmética y la inedia proporcional de «los mininos positivos 

«1 V >'r 

Hagamos cu esta desigualdad a5eii 2 a--a,, Ohlnie- 

mos: 


asen 2 a + 


sen 1 a. 


2 




jX a í 


sen- a. 


sen- a 


do donde ascn 2 a + —~ >2 Y ab, lo que había que deinoslrar. 
sen cl 

ejemplo 2. Demostremos que si A, B, C son los ángulos de un 
triángulo, 

cos/l + cos0-f cosC^-|-. (1) 

demostración. Realicemos ciertas transformaciones del primer 
miembro de la desigualdad (1) Tenemos: 

eos A -|-eos B + eos C = 2 eos — ~ eos - 1 + eos C. 
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Como, de acuerdo con el planteamiento, A 4- B -b C — 180°, enton¬ 
ces “^=90 °—~ y, por lo tonto, 

eos ~ y ~ = eos (90°— y ) = se' 1 -j . 

Como 0 í¿cos— 7 ,— ^1, eos—g—eos—-—^sen-g-. 

Así, pues, 

¿ eos —^— eos —■>- \- eos C ^ Z sen -y + eos C. 

Analicemos la expresión 2scn -y -f-cosC. Tenemos: 

2 sen -|- eos C — 2 sen -f-1 — 2 sen* . 

f' 

llagamos * = scn-g-. Entonces, I 

2sc« 4+ l-2scn 2 |--2* 2 +2x + l. 


3 

SI aluna (teñiosIranios quo — 2i 2 -\- 2x + 1 t de aquí so des¬ 
prenderá la validez do Ja desigualdad (1). 

Obtenemos 

-2x 1 + 2x-\-l —J-<0 o bien 2x ¡ - 2x + 
de domlo 4x 3 -4x + l>0, es decir, (2a:-í) 2 >0. 


Pero esta desigualdad es válida. O sea, para toda x os también váli¬ 
da la desigualdad —2i* + 2x + 1^ 

Así queda demostrada la desigualdad (1). 
ejemplo 3 . Demostremos la desigualdad 


sen a sen 2a sen 3a < . 


( 2 ) 


demostración. Realicemos ciertas Iransíorinaciones del primor 
miembro do la desigualdad (2). Tenemos: 

, n \ n cosa— cus3a _ 

(sen a sen 2a) sen oa — ——^-sen 3a = 

2 sen 3« eos a — 2 sen 3a eos 3« _ sen 4a-b sen 2a — sen Ca 
“ 4 ~ 4 


Como sen 4 a ccC 1, sen 2a ^ 1, —sen 6a ^ 1, entonces 
sen 4a -¡- sen 2a — sen üa ^ 3, con la particularidad de que ol 
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signo de igualdad tiene lugar sólo para aquellos valores do a que 
satisfacen el sistema di; ecuaciones 


{ sen 4a = 1 
sen 2a = 1 
sen Ga= — i. 

Pero este sistema no tiene soluciones. En efecto, si sen 2a = 1, 
eos 2a = 0 y, por lo tanto, sen 4a = 2 sen 2 a eos 2a = 0. 

Así, pues, sen 4a + sen 2a — sen Ga < 3, lo que significa que¬ 


sea 4a-f sen 2a — sen Ga _ 3 
4 ' 4 

gualdad (2). 

ejemplo 4 . Demostremos que 

sen ai + sen a 2 -|- •.. -f sen a„ 


-j -, do donde se desprendo la rí osi - 


lga,<- 


eos a, 4 eos a 2 -|-... + ros a„ 




si 0 < a, < a 2 < ... < a„ < . 


iie.mortimciOn . Como en el intervalo | 0; -y- 1 Ja función iy 
«senz crece y la función ij = oosx, decrece, 


0 < sen a, < son a 2 <... < sen a„, 

eos a, > eos a 2 >... > eos a„ > Ü. 

Asi, pues, « sen a, < son a, H-sen a 2 + ... + sen a„ < » sen a„, 
n eos a, > eos a, -f- eos a 2 + eos a n >’ n eos a„, de donde 


n sen a, sen a t -|-sen g 3 -|-. • ■ -I-sen a„ ,u <cn a„ ^ 
«eosai eosaH-eosa 2 -|-cusa,, ncosa,, ’ 


decir, Iga,< 


sen ai -|-son a 2 sen a» 
cosai + cosa 2 -|-. ..-(-cosa,, 




o sea, lo que teníamos que demostrar. 
ejemplo 5. Demostremos que 

tg a tg P + tg P tg y + tg a tg y < 1 


si a > 0, P > 0, y > 0 yo + P + v<> 

demosth ación. llagamos — a — p = y,. Entonces, y < y,, 

ya que de acuerdo con el planteamiento, y < — a — p. Conside¬ 

remos la expresión tg a tg p -\- tg (3 tg y, + tg a (g y,. Es posible 
demostrar (véase la pág. 217) que 

tg a tg (5 + tg p tg y, -|- tg a tg y 2 = 1. 
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Poro y y Vi son argumentos del primer cuadrante, además y < 
< y,. De modo que, tg y < lg Vi y. l ,or lo tanto, 

lg a tg p + lg P Lg y + tg a lg y < tg a lg |i + 

+ lg P lg Yi + tg a tg y,. 

es decir, lg a lg P + lg P tg a -|- lg a tg y < 1, que es lo quo 
queríamos demostrar. 

r.Ji'MM/, c. Demostremos que si a, p, y son los valores de los 
ángulos de un triángulo, {sen a + sen P + sen y) 2 > 9 sen a X 
X sen p sen y. 

l'EMostitación. Hagamos uso do la desigualdad que liga la pedia 
aritmética y la media proporcional de tres números positivos: 

•2±ti > VJ5T 

Haciendo en esta desigualdad sen a = a, sen P = b, son y = c, 
obtenemos 


sen a [- sen (1 -|- sen y ^ y scnasPI ,,j sen y 

O 

y, a continuación, (sen a + sen P-|-sen y) 2 ^ 9 3 /(sen asen p sen y) 2 , 

pero V (sen a sen p sen y) 2 > V (sen a sen p sen y) 3 = sen a sen p sen y. 

Así, pues, (sen a + sen p + son y) 2 > 9 sen a sen p sen y que 
es lo que queríamos demostrar. 

i'..i emulo ?. Demostremos 1a desigualdad 


a — ■^•<5011 a, (3) 

'» 

donde 0<a<y. 

hemos!hacion. Tomemos como de referencia la desigualdad y < 
<lg JL Transformándola consecutivamente, obtenemos: 

¿j 

acus y <2sen-y, acosy cosy <2scnyCosy , 
a eos’- -j < sen a, a ( 1 — sen 2 y) < sen a. 

Abura, hagamos uso de ln desigualdad 


(4) 
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Como, (le acuerdo con el planteamiento, (><a<4. ven 4r> 
>0 y~>0. Por ello, la desigualdad (4) se puede huiisfuimar en 


sem 


de dolido 


a _ a- , , , a , n- 

-7T<.—r, os decir, J—sen 2 — ~~>\ -—- . 

¿A 2 ■i 

a (í — sen 2 ~-j >o. — ~. (f.) 


Comparando las desigualdades (3) y (f.), obtenemos: 
a — ^r- <cc | i — son 2 < sen a, 

de donde a — -^-<seua cjuo os lo que debíamos demostrar. 
rikmcmi r. Demostremos la desigualdad 

tga-a< I ir (i — fi (t¡) 

si Ü<a<p < 

HIÍMOSTIIACIÚN. llagamos uso «lo la desigualdad Ig.r>.i , donde 
Hagamos z = ft — a. lín toncos, lg((l — a) >|l — a. Si 
demostramos que 

Ig P — Ig a > Ig (p — a), (7) 

quedará demostrada la desigualdad tg p — tg a ;> p — a y, por lo 
tanto, la (G). 

Así, ¡mes, vamos a demostrar la desigualdad (7). Para ello com¬ 
ponemos la diferencia ílg p — tg a) — tg (p — a) y la transfor¬ 
memos: 


Ig P - Ig a - l g (P - a) = tg p - tg a - 


-tSíÍS ifOeP-'e*)- 


La expresión obtenida es positiva, ya que tg p >• tg a. 

De aquí se deduce la validez de la desigualdad (7) y, por consi¬ 
guiente, de la (G). 

n.iiíMi'i.o o. Demostremos la desigualdad 


eos a -|- 3 eos 3a -1- G eos 0a ^ — 7 


^ 3 


in ' 


hrmostiiaciúk. Supongamos lo contrario, es decir, que 


o 

eos a -|* 3 eos 3a -I- (> eos Cía C — 7 — 


( 8 ) 


(») 
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AI transformar ía desigualdad (0), obtenemos 

3 

eos a -|- 3 eos 3a | R eos Ga -|- (! <C. — I jg . 
eos a -]- 3 eos 3a -\-12 cus 2 3a < — 1 yj- ; . 
eos a -|- 3 (eos 3a | 4 eos 2 3a) < — 1 , 

3 14 eos 3 3a |- eos 3a + ) -f eos a—jg<— 1 ¿ • 

3 ^2 eos 3a -|- -4- ]" -I- eos a < — 1. (10) 

l,.i desigualdad (10) es falsa, ya tjiio f2eos3a-|- -j -) >0 y 

eos a ';.'i —l. lis decir, nuestra suposición no es cierta, o sea, es vá¬ 
lida la desigualdad (S). 

iMi'Mi’L» 10 . Demostremos la desigualdad 

eos 36° > lg 36°. (i i) 

DitMOM’itAt iON. Supongamos «juc la desigualdad (11) no es cierta, 
es decir, eos 3R° ^ lg 36°. 

Entonces, consecutivamente, obtenemos: 


eos 30° 


son 3ti° 
eos:# ’ 


eos* 3G° sen 30", 

1 -1- eos 72° ^ 2 sen 36°, 

1 + eos (‘J0° - 1S°) < 2 sen (G° -|- 3U°). 

1 -|- sen 18° < 2 sen 6" eos 30° -f 2 sen 30° eos ü°, 

1 + 2 sen 9 o eos 9 o ^ eos G° -f- 2 sen G° eos 3U°. 


( 12 ) 


Como 1 > eos G", sen 9 o > sen G°, eos 9 o > eos 30°, la desigual¬ 
dad (12) es falsa. Asi, pues, es cierta la desigualdad (11). 

rjiMi'ui 11 . Demostremos que si A, ¡i, C son los ángulos de un 
triángulo, 


A D ,C, I 
son — sen — sen -y C — ■ 


(13) 


NliMf'VlltACION . 

A D (' 

-7-si n sen -77- 
£- ¿ ¿ 


Supongamos que (13) 


1 



es falsa, 


o 


sea, que 


sen 
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Entonces, después de transformar el producto sen ^sen-^-en 

¿ Cj 

la sentidiferencia de los cosenos, obtenemos: 


(eos 


A-B , 1 - 1-0 

—a-eos 


-|- /3\ C _ 1 


y, a continuación, 


sen 


A-i) 
2 

A-B -I- C 


C_ 

2 


A | U i 
2 


2 


-A-l-V-l-C 
sen-^— -sen 


C . I 

T> T 
a-\-u-\-<: 


a \-u-r ^ i 
+ *“- 2 ->-' 


ro 


Como vl-(-/y-|-C = 180 o , A —13-\-C 180®—2//, | C 

-• 180° — 2 / 1 , /l -\- B—C-- 180° — 2C y, por lo tanto, 
sen = eos Z?, son ( ~ A ¿ ~ ! l! = eos A , 

SCI1 ^±|±£ = I , mx ±L^rC 

Esto nos permite escribir la desigualdad (14) del modo siguicn lo: 
eos B -|- eos A — I -| - eos í' > — 

o bien eos A -|- eos B -|- eos . 

Pero esto contradice la igualdad demostrada un el ejemplo 2 (véa¬ 
se lo pág. 281). Esto significa que nuestra suposición no es cierta, es 
decir, es válida la desigualdad (13). 

iuiími-lo 12 . Demostremos la desigualdad 


si 0<a< 


\ (« — 1 ) 


Ig na > n tg a 

, n es un número natural, «*= 1. 


(Ib) 


Di:MosTn ación. Empleemos el método de inducción matemática. 
1) Comprobemos la validez de (13) con n = 2, es decir, demos¬ 
tremos que 

tg 2a>2tga, (l(i) 

donde 0<;a< 

En efecto, tg2a-2 Iga = -g--2 tga = 2 tga . 
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Con 0<a<-^ tenemos lga>0, 1 — lg 2 a>-0, o sea 

lg=a 


2 Iga 


1 - lg J a 


0 . 


De aquí so desprendo la validez de (10). 

2) Supongamos que la desigualdad (15) es válida co» n — le, es 
decir, Ig lea > le Lg a, donde 0 < a < Demostremos que, 

entonces, la desigualdad (15) es válida, asimismo, con n = le -1- í, 
es decir, 

tg {le -H) a > {le -1- i) lg a, (17) 


donde 


a c - 


n 

a 


lín efeelo, 


lg(/f I 


Igfrtt 1 lg« A-lg« | Iga 
I —IgAalga''" I —IgAalga " 


Según el iilanleamieiilo U < a < , es decir, tg lea < lg = 

- t y i g a < 1. l’ei o, en tunees, > (* + 1 ) l ff a * 

de donde se desprende la validez de la desigualdad (17). 

De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que (15) es cierta para toda n ^ 2 natural. 


IDEllCIClOS 

Uenuieslren las siguientes desigualdades: 

1371). iVw'i'C tos —si—< 'f <4p • 

1371. clg Z' I I clg a si 0 < a< ji. 

1372. lg a ig (1 < 1 si a, p son los valores «le los ángulos agudos «lo un trián¬ 
gulo ol'lusáiigulo. 

1373. lg a lg p > t si a. p son los valores «!«• los ángulos de un triángulo acu tin¬ 
gólo. 

1374. eos a | eos p > eos v si a > 0, p > U, y > 0. “ + P + Y ~ f 

1375. sen 5 a -|- sen 2 p -h sen 2 y < 2 si a, p, y son los valores de los ángulos do 
un triángulo no acutánguln. 

1378. scn’ct sen 2 P + sen 2 y > 2 si a, P, y son los valores de los ángulos 
de un triángulo acntángulo. 

1377. eos 2 a |- eos 2 p eos 2 y 1 si ex, P, y son los valores do los ángulos do 
un triangulo no ooulángulo. 

1378. eos 2 « | eos 2 p | eos 2 y < 1 si a, P, y son los valores do los ángulos de 
un triángulo aculángulo. 

" I P ^ sen a-h sen p . ^ * n _ . « 
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c . 0S 2+L > ™*+™¿ si »<«<-£, <><(,<. JL. 

lg «+¿ <ig a±igp s . 0<B< _n ilt<p< _n.. 

se» (—cosaJ>i>. 1383. sen* a-j-cos* a ^. 

sen® a + eos 6 a ^ 4-. 1385. seii* a-|-cos B a 5 =. 

sen 2 " a+cos 2n a < i. 

tE(a + P)> tga + lgp si a >0, p>(>, a -|-P<-r- 

sen* x — G sen 2 z-f 5 > 0. 

eos (sen x) > 0. 1390. son (2 -|- eos x) > 0. 

eos (j(-f árese» x) l>. 1392. sen |4p-|-orclg xj >u. 

Ig a + ctga > 2 si <)<a < -y. 

-Vi ^so» a-(-cosa < Vi- 

tg a-(-ctg a > se» a-J-cos a si O<a < -j-. 

| tg a -|- ctg a | > | seno-f cosa |. 
sen(a + p) ^sena + senfi, si 0<a<n, 0<p<«. 
eos (a — P) ^cosa-|- sen fl, si 0<a<n, 0<J1<«. 
sen (a-)-p-|-Y) <scn a + sen P-f-sen y si 

(l<a<-|-.<><P<y> 0 <Y<y- 

sena-Mga ^ . , nk 

cosa + clga >° Sl a ^ ~ 2 ~' 

(í + s c ñ * a) (1 + c ü s * ~a)~ < 2+ lg * ° +cl «*‘ a si ° * IT- 
3 (tg 2 a + ctg 2 a)— 8 (tg a+ctg a) +10 > i). 
sen a — 1 , _1_ 2 —sen a 

sena — 2 2 3 — sena ’ 

(1 + sen* a) (tg 3 a—2)+ctg 2 a + cos 2 a 5=". 

sen 2a eos 2a eos 4a eos 8a eos 16 a . 

eos a eos 2a eos 4a • ... -eos 2 n a sí * - si 0 < a < » . 

2* Mi se» a 

—~ <scn asen (-j- — a ) 5011 (y+ a) < 

1! <: eos 2 a-¡-eos 2 (a+p)—2 eos a eos p eos (a + p) <,1. 



240 


Segunda parlo. Trigonometría. Capítulo I 


1409. tg a (.ctgip + ctg v)+ <giP ( cl B a + clg v) -|- lg Y (c-tg a+ clg (1) > 0, 


MIO. 

1411. 

1412. 

« 1 . 1 . 

1414. 

MIO. 

1410. 

1417. 

1413. 
14!!). 
1421). 

1421 


si l«<><~.l'<P<-|-.l'<Y<Y- 

(ctg* a — 1) (3 clg 3 a —1) (ctg 3a lg2a—i)< —1. 
ti — tg’ a) (1 —3 tg’ a) (1H- tg 2a tg 3a) > «. 
son* a-J-sen s P > sen a son P-|-sen a-(-sen P— 1. 

a —sen a < P — sen P si O < a < P < y. 

sen a wn P . _ n 

_> o<«<p<_ 


eos a 2 sen a>l si n <a<—. 

Ir « a „ _ ^ n 

—— » -- si O < a < —. 

a sen a 2 

sen a-|- ig a _ . _ _ n 

- 2 ~ —— > « si O < a < — . 

Ig y ca si »<a y . 

sen a-|-sen 2a f .. .+sen n a < n. 
sen a -l-son 3a 4- . ■. -f sen (2n —1) a 
sen a 

(1— sona)*+sen 2 (a—1) > 0. 1422. 


sen a 


< 2 . 


sen a —oosa tg 


1423. eos (a-|. p) eos(a —P) <cos 2 a. 1424. 
1425. 


I 


1 


sen 4 a 1 eos 4 a 


> 8 . 


1420. 

1427. 

1428. 

(429. 


lg*a-|-tg s p-Hg 3 YS*l si P>°. Y>Oí a+P+Y = y- 

'l 

sen 4 a-(-sen* p + seir y > — si a > II, P>i>, Y>’ 1 . a+P+Y 13 

4 son 3 a -|- 5 > 4 eos 2 a + 5 sen'a. 

| sen na | sj it | sen a |. 

eos a <5 cos ,n ~ si O < a < -y. 

(•-•-swr) ('+^r)>(‘+ 2T ) J - 


1430. 

1431. eos 2 y eíO si lg Y 


1 


eos a eos P 


H-tgatg p. 



Capítulo II 

RESOLUCION DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


§ 'í. Ecuaciones 


Recordemos Ins fórmulas generales paro resolver los más sencillas 
ecuaciones trigonométricas (si no hoy restricciones, suponemos que 
los parámetros n, A, I, m . . . loman cualesquiera valores). 


Ecuación 

Solución 

sen i = «, donde | n | < 1 

* 30 (— 1 ) ft areson <i -|- nA 

eos donde | a | <1 

r -» ± arreos #-|-2nA 

(g r a 

j =aretg n -| ni; 

Ctg .r=B(t 

i —arcóle fi-|-ji/, 


Especialmente, señalemos algunos casos particulares de las ecua¬ 
ciones trigonométricas más sencillas, cuando la solución se puede 
escribir sin emplear los fórmulas generales: 

senx=0 <=> x=jiA;, 
sen x = 1 <=> j = 2 tile, 

sen x — 1 <=> r = —~ + 2nlc, 

eos x = 0 ■$=> x ^ -p nlc , 

' eos x = 1 <=i> x = 2 nk. 

eos x = — 1 <=> x = n -f- 2 jxA , 
tg x = 0 <=> x — n/c. 


1R-021U 
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La vorificación do las soluciones, es necesaria: 

1 ) si en el proceso de la resolución, debido a ciertas transforma¬ 
ciones {eliminación de denominadores, simplificación de fracciones, 
reducción de términos semejantes), se produjo la ampliación del 
campo de definición de la ecuación *, 

2 ) ,si en el proceso de resolución do la ecuación se empicó la ele¬ 
vación de ambos miembros de la ecuación a una misma potencia par, 

3) si durante la resolución se utilizaron identidades trigonométri¬ 
cas, cuyos miembros primero y segundo tienen distintos campos de 
definición, p. ej., 


-r 
1 I i«* ~ 


i - 't' ! 4- 


sen a, 


H-br-- 


— eos a, 


i ••• mis a 


2, *ir 

-a ^ lga 

'~^T 
u « «4- !■<{ ft 


•« arI «« ■ 'K^+w- VlLVayp . Ote. 

Kl empleo de estas identidades «do izquierda n derecha» coudnco 
a la ampliación del campo de definición de la ecuación, es decir, pue¬ 
de conducir a la aparición de raíces extrañas; la utilización de estas 
identidades «de derecha a izquierda# nos lleva a la contracción de! 
campo de definición, lo que, en general no es tolerable, ya que esto 
puede conducir a la pérdida do raíces. 

Como ejemplo consideremos la ecuación 

tg («H--J-) -=2ctgx— 1. (1) 

Tenemos: 

clgx = IgT • < 3 > 

Enloncos, la ecuación (1) se transforma a la forma 

2 1 

1 — lg r. tg x 

Haciendo i/=lgx, obtenemos: — ——1, de donde halla- 

® y y 

mns y — -.- es decir, |gi=— y, por lo tanto, x = arctg -y -|- nn. 

Esta familia satisface Ja ecuación (1). No obstante, es fácil 
advertir que el valor x = 4 + nk también satisface la ecuación (1). 


* Por campo tío definición de ln ecuación / (x) = g (x) se entiende la 
intersección de los campos de definición do las funciones / (x) y g (x). 
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La causa de la pérdida de las soluciones es la aplicación de las 
¡den L¡dados (2) y (3). La sustitución de Lg ( x + ) por J — , 

lo mismo que la suslilución de clg x por , conlraen el campo 


de definición de la ecuación ( 1 ) y, precisamente, del campo 

de definición “desaparecen" los valores de x-~\-nk En este 

6 


caso, son ellos las soluciones de la ecuación ( 1 ) que se “perdición". 

Al resolver ecuaciones trigonométricas se emplean dos métodos 
fundamentales: 1 ) la descomposición en factores (véase la pág. íjr»); 
2 ) la introducción de nuevas variables. 

Guando las ecuaciones se resuelven por el método do introducción 
de nuevas variables, hay que tenor en cuenta que la [unción a tra¬ 
vés de la cual so expresan las demás funciones, desempeña nu impor¬ 
ta Jilo papel. Puede suceder que una elección de tal función proporcio¬ 
na una ecuación irracional, otra, racional, lis evidente que la -se¬ 
gunda elección es preferible. P. ej., si en la ecuación 2 eos 2 x -|- 
-f 4 eos x = 3 sen* x hacemos y ~ sen x, se obtendrá un conjunto 
do dos ecuaciones irracionales: 


2 (1 — (/ 2 ) -I- ó V 1 ~ ? «■ 2(1- y 1 ) - 4/1 - y* * 3//L 

Pero si hacemos y = eos x, obtenemos una ecuación racional: 
2 y 1 + 4 y = 3 (1 - y'). 

Vamos a designar con H (eos x, sen x) una expresión racional de 
eos x y son x, os decir, una expresión constituida por cus x y sen x 
y constantes con ayuda de la adición, multiplicación y división. 

Consideremos ia ecuación do la forma: 7? (eos .r, sen x) — Ü. En 
algunos casos semejante ecuación puede ser reducida a una ecuación 
racional con relación a sen x (o bien respecto a eos x). Indiquemos 
ciertas reglas que facilitan ia elección de la sustitución al resolver 
ecuaciones trigonométricos. Si eos x entra en la ecuación sólo con 
exponentes pares, sustituyendo por doquier eos 2 x por 1 — sen 2 x se 
obtiene una ecuación racional con relación a sen x. Del mismo modo, 
si sen x entra en la ecuación sólo con expolíenles pares, la sustitu¬ 
ción de sen 2 x por 1 — eos 2 x conduce a que la ecuación sea do la 
forma racional con relación a eos x. 

Recibe el nombre de ecuación homogénea trigonométrica de J-er 
grado de la forma 

a sen x -J- b eos x = 0. 

Recibo el nombre de ecuación homogénea de Z-do giado la de la 
forma 

a sen 2 x -f- ¿i sen x eos x + c eos 2 x = 0 . 


De modo análogo es posible definir una ecuación homogénea tri¬ 
gonométrica do cualquier grado natural n. 


IG* 
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Consideremos el caso cuando n =#= 0. Es fácil advertir que con 
a =jí= 0, aquellos valores do x con los que eos x — 0 no satisfacen la 
ecuación homogénea. Por ello, la división por eos x (por eos 2 x) de 
ambos miembros de la ecuación homogénea de 1-er (2-do grado) con¬ 
duce a una ecuación equivalente cuando a =¡¿= 0. Dividamos ambos 
miembros de una ecuación homogénea de 1-er grado por cosa: y los 
dos miembros de una ecuación homogénea de 2 do grado por eos 2 x. 
Como resultado obtenemos, respectivamente, las siguientes ecuacio¬ 
nes racionales con relación a tg x y, por lo tanto, que so resuelven 
sustituyendo z — tg x: 

a tg x -1- b = 0, a tg* x -f- b Ig x -f c =* 0. 

Consideremos «ahora la sustitución que permite reducir a una ecua¬ 
ción equivalente cualquier ecuación de la forma 71 (eos x, son x) = 

= 0. Esta sustitución os u = tg j. 

Si x # n-|- 2nk, es válida la idealidad 



eos x --, son a: —-. 

H-tg’x i + tiry 

Por ello, la sustitución u Ig -y- transforma R (eos x senx)-= 0 
en la ecuación 



El primer miembro do la última ecuación es una expresión racio¬ 
nal. Así, pues, nuestra sustitución ha conducido la ecuación a la 

forma racional. La sustitución u — tgy lleva el nombre de univer¬ 
sal. Como el empleo de la sustitución universal sólo es posible con 
x =/-- n -f- 2 jc/c, es preciso comprobar si los números de la forma x = 
= at -p 2 ji/c son las soluciones de la ecuación prefijada. 

En el presente apartado, además de las ecuaciones trigonométri¬ 
cas de una variable, se estudian ecuaciones de dos y tres variables, 
así como ecuaciones que contienen la variable bajo el signo de la 
función trigonométrica inversa. 

Examinemos ejemplos. 

njr.MrLo i. Resolvamos la ecuación sen 5x -f sen x -\- 2 sen 2 x = 

= 1 . 

sunuciON. Como sen 5x sen x = 2 sen 3z eos 2a:, 2 sen 2 x — 
= 1 — eos 2x, la ecuación loma la forma: 

2 sen 3x eos 2x -\- 1 — eos 2x = 1 
y, a continuación, eos 2x (2 sen 3x — 1) = 0. 
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El problema se lia reducido a la resolución dol conjunto de ecua¬ 
ciones: eos 2x = 0; 2 sen 3x — 1 =0. 

De estas ecuaciones hallamos dos familias do soluciones 

*=T+T* *=<-<>” 

ejemplo 2 , Resolvamos la ecuación eos 15x = sen 5x 
solución. Como eos 15x = sen + 15x) , escribamos la ecuación 
de la forma siguiente: 

sen (^ + 15x) — sen !>x = 0. 

Do H€|HÍ 2scu (ó.r- 1 --^- j cus (lOx-|~ ] = 0. 

Por consiguionlc, son (. r >x-j-~) = 0; eos —(•• 

De la primera ecuación del conjunto obtenemos 5x + -jr- = n/r, 

do donde x=—do la segunda ecuación del conjunto 

obtenemos iOx-h-^-—+ do donde x = n. 

ejemplo 3 . Resolvamos la ecuación eos 4x eos 8 x — eos 5x x 
X eos Ox = U. 

solución. Transformemos los productos do cosenos en sus sumas 

eos 12.1-1-eos í.r cosí 41 +eos 4 * _ n 
2 1 ' 

y, a continuación, 

Y (eos 12 x —eos t4x) = 0 , 


de donde sen 13x-son x = 0. 

Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de ecuacio¬ 
nes: sen 13x = 0; sen x = 0, dol que hallamos dos familias de solu¬ 
cione» de la ecuación inicial: x = -^/c; x — nn. 

Pero el conjunto contiene el conjunto {n«} (es suficienle 

hacer k= 13/i). Por ello, el resultado puede ser escrito de forma 
más breve: x = -^k. 

uiKftiPLü Resolvamos la ecuación 

sen x + 7 eos x = 5. 


(4) 
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solución l-er procedimiento. Dividiendo ambas portes de la 
ecuación (4) por ]/1 2 + 7* = )/50, obtenemos: 

17 5 

sen x -- eos x = ~ . ( 5 ) 

V 50 |/50 |/50 ' ' 


f ’ ün10 (~^) -I- ("j/lu’) 2 ” c -' ístp L; il valor de t[> <]iie 

1 7 1 

-p=- = st>it(p, -p^-^costp, donde ip=-arcsen-p=- es el ángulo 

auxiliar (o bien i|< = árceos . Ahora, Ja ecuación (0) se puede 

escribir del siguicnlo modo: 

seiMpson x -| e.osTrx)s«p=o bien eos (i — <p) =»-1^-, 
de donde x — <p-- + y--|-2n/c. 

Como <p--arcson — , definí livuinciilo obtenemos las sigoienles 

y %)\l 

soluciones de la ecuación (4): 

x = rt -T- a rcsen — L_ - 4- 2nk 
4 l' OO T 

(o bien x— ± ~ -|-árceos -\-'¿nk''j . 

2-do procedí mentó. Itesol vamos la ecuación (4) con ayuda de la 
sustitución universal. |í.\presando sen x y eos x por lg^ y haciendo 

u = tg^. llegamos a la ecuación racional 

2» . 7(1—«*) c 

H-«* t-i-u* 

que, después «le resolverla, nos proporciona: u, = y, u s --= — y. 
Ahora, lientos de resolver el siguiente conjunto de ecuaciones: 
x i , x 1 

l 8y = T ; 'K2 = -3- 
De estas ecuaciones, hallamos: 

x=2 arclg y -|-2it/c; x — 2 arclg ( — y) -f 2 nn. 

La verificación nos muestra que el valor do x ~ n + 2mn. no sa¬ 
tisface la ecuación (4) (acerca ele la necesidad de comprobar estos 
valores al emplear la sustitución universal ya hablamos más arriba). 
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Así, pues, la ecuación (4) tiene las siguientes soluciones: 
x=2nrc\gj + 2nk; x= — 2 arclg-^ + 2 im. 


ejemplo 5. Resolvamos la ecuación 


5 sen x — 12 eos x = —13 sen 3x. 


( 6 ) 


solución. Como en el ejemplo 4, empleemos el método do intro¬ 
ducción de un áng ulo auxil iar. Dividiendo ambos miembros de la 
ecuación ( 6 ) por ]/ 5 a -f 12 2 = 13, obtenemos: 


_ 5 _ 

13 


12 

senx—— cosx = 


— sen 3x. 


(7) 


Como '!" (t§) °*' slc 1“' v ¡ilor de ip (pie -'i — cosm 
y --sen <|> (o bien -jj = scn<|> y _r= cus ,,,j. 

Ahora, la ecuación (17) puodo oscribirso del siguiente modo: 

sen x eos cp — eos x son ip = — son 3.r 
y, a continuación, 

sen (x — cp) -\- sen 3x = 0, 

2 sen ( 2 x — -|-j eos (ar-|--|-) « 0 . 

Después do resolver el conjunto do ecuaciones 


sen (2.r — y) = 0; eos ( x + -j -) — 0, 
oblenomos: x =-í.-f-/c; x- — 4p4 

'l ¿ Z ¿ 

17 

Teniendo en cuenta que <p —aresen — , obtenemos las dos si¬ 
guientes familias de soluciones de la ecuación (0): 

1 12 . n , l 12 . 

1 = T arcscn u H"2" lc > x = — % arcscn -p -I y + 3 '"- 


EJEMPLO C. 


Resolvamos la ecuación 

sen 2r 


2 x + n 


-= 0 . 


( 8 ) 


solución. Como la fracción es igual a cero, do la ecuación se des¬ 
prende quo sen 2x = 0, do dondo x — 4J- k. De las soluciones Isalla- 

¿ 

dos sólo satisfacen la ecuación inicial aquellas y sólo aquellas solu¬ 
ciones cjue pertenecen al campo de definición do la ecuación dada 
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El campo de definición de (8) se prefija con la condición sen “ x ^ n 

¥= 0 , 


du dundo x-=£■ 


3nu —n 
2 


( 9 ) 


Mar(|nemos las soluciones halladas [x — ~k'j con punios en la 
recia numérica (fig. 37) y lachemos los punios i|uo so eliminan debido 


—•—•—X—•—•—X—•—•—X—•—•—X— 

-f » -j « 4 » f -f * f v» f 

Fig. 37 

n la condición (U). Como resultado, ohlcncmos las siguientes solucio¬ 
nes de (8): 

x -- ~ (3//i-(- 1). 

Eslas dos familias de soluciones pueden ser escritas con mayor 
brevedad: x = ~l, donde l ^ 3 m — 1 y m£Z. 

ejemplo Resolvamos la ecuación 

S sen x — 7 eos x = Ü. (10) 

solución La ecuación (10) es homogénea de l-er grado. Divida¬ 
mos ambos miembros de la ecuación por eos a' (esla transformación 
no conducirá a la pérdida de raíces, véase la pág. 244): 

3lgx— 7"0, de donde x-arclg-^-f-Ji/c. 

kjkmi'lo 8 Resolvamos la ecuación 

sen* a: + 2 sen x eos x — 3 eos* x = 0. 

solución Dividiendo ambos miembros de esla ecuación homo¬ 
génea de 2-do grado por eos* x (con ello no habrá pérdida de raíces, 
véase la pág. 244), obtenemos: Ig* x -|- 2 tg a: — 3=0. 

Haciendo u — Ig x, Regamos a la ecuación cuadrática u 2 + 2 u — 
— 3 = 0, do la que hallamos: = —3, u 2 = 1. 

Resolviendo ei conjunto de ecuaciones Ig x = —3; Ig x — i, 
obtenemos: 


i = arclg( — 3) + nfc; x = 
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ejemplo o. Resolvamos la ecuación 

5 sen 2 x -J- 3 son x eos x — 3 eos 1 x = 2. 

solución. Esta ecuación no es homogénea, yn que el segundo 
miembro es distinto de cero. No obstante, puede ser transformada aúna 
ecuación homogénea. Con este fin, empleamos la identidad sen 1 x -|- 
-f- eos 1 x = 1. Entonces, la ecuación puede ser escrita de la siguiente 
forma: 

5 sen 1 x -|- 3 sen x eos x — 3 eos 1 x = 2 (sen 1 x -|- eos* x) 
y, a continuación, 

3 sen 1 x + 3 sen x eos x — 5 eos 2 x = ü 

Esta última ecuación es homogénea do 2*do grado. Dividiéndola 
por eos 1 x y haciendo uso de la sustitución u = tg x, obtenemos: 

-3±K<¡9 , 

x = arclg — ¡r-h n/c. 

Wi.Ml'U) io. Resolvamos la ecuación 

[i son 2 x + Y 3 sen x eos x -|- G eos 3 x= (i. 

solución. Tenemos; 

5 son 3 x-f- / 3 sen x eos x-)- G cos*x = 5 (sen 2 .r-(- cus* j), 

f 3 sen x eos x + eos 2 1 — U. (11) 

En la ecuación obtenida falla el término a sen 1 .i, es decir, 
a = 0 . 

Aquí ya no podemos dividir ambos miembros de la ecuación poi¬ 
cos 1 x, ya quu aquollos valores do x con los quo eos* x — 0 satisfacen 
la ecuación (TI) y, por lo tanto, la división por eos 1 x conducirá a la 
pérdida do raíces. Operaremos de otro modo: descompongamos el 
primer miembro de (11) en factores. Obtenemos: eos x () ,r 3 sen x -|- 
4- cus x) = 0. 

Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de ecuacio¬ 
nes: 

eos x = 0, j/ 3 son x + eos x = 0. (12) 

De la primera ecuación del conjunto (12) hallamos: i 

Dividiendo ambos miembros de la segunda ecuación de (12) poi¬ 
cos*. obtenemos: lgx =—, do donde x= — 

Así, pues, hemos hallado dos familias de soluciones de (II): 


n , , . 3i , 

x = — n/c; x= —jp4-*K- 
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ejemplo ii. Resolvamos la ecuación 

2 eos* x -f- 4 eos x = 3 sen* x. 


(13) 


solución. En la ecuación (13) sen x entra sólo con expolíenle par, 
por lo (pío es conveniente sustituir sen* x por 1 — eos" x y, seguida- 
moni,e, hacer u = eos x. Entonces, (13) loma la forma: 

5u* + 4u — 3 = 0, 

<le donde u, >' l¡> , 

i. j 5 

Nos queda resolver el conjunto de ecuaciones: 


C<.sa = -- 2 - 1/111 ; — - -2+VM 


COS .Ti 


ha prunela ecuación de osle con junio no tiene soluciones, ya que 
_2_1 i í'l 

--—i. >. I, mientras que de la segunda ecuación, hallamos: 

_ 2 -|. i' jíi 

*—± árceos- - -—-[-2ji/ccs la solución de la ecuación (13). 

ejemplo 12 . Resolvamos la ecuación 

sen 2x -|- 5 sen x 5 eos x + 1 = 0. 

soi.iicio n Hagamos u = son .r -|- eos x, entonces 

u 1 — (son x -I- eos x) 1 o biou u 2 = 1 -\- son 2x. 

Por esta razón, la ecuación prefijada toma la forma: u 2 + 5iz = 0, 
de donde u¡ — 0, u 2 = —5. 

Ahora, el problema se ha reducido a resolver un conjunto do ecua¬ 
ciones: son x 4- eos x — 0; son x -\- eos x = —5. La primera ecua¬ 
ción del conjunto (homogénea de 1-er grado), después do dividir 
ambos miembros por eos x, so transforma a la forma tg x + 1 =0, 

de donde x — -\- nlc. La segunda ecuación del conjunto no 

tiene soluciones, ya que | sen x | < 1, 1 eos x 1 < 1 y, por lo tanto, 
la suma sen i -|- eos x no puedo equivaler al número —5. 

Así, pues, la ecuación inicia! tiene la siguiente solución: x = 
- + nlc. 

ejemplo 13. Resolvamos la ecuación 

3tg 2x — 4 tg 3x = tg* 3 x tg 2x. 
solución Transformemos la ecuación (14) a la forma: 

3 tg 2x — 3 tg 3x = tg 3x 4- tg 2 3x tg 2x 


( 14 ) 
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y, a continuación, 

3 (Ig 2x — Ig 3x) = lg 3x (1 + tg 3x Ig 2x). (15) 

Dividiendo ambos miembros de (15) por 1 + tg 3.x tg 2x, obtene¬ 
mos: 


o tg2*-lg.v ., 

d H-ig2ri g ;iT 

(IR) 

o bien 


— 3lgx - lg 3x 

(IR*) 

y, seguid a mon le, 3 80111 + 90,13x -0. 

J ° ’ cosí 1 eos 3x 



sen '¿x eos x |- 3 sen x eos 3x = 0, 

(sen 3x eos x -|- sen x eos 3x) 2 sen x eos 3x = 0, 

sen 4x -|- (sen 4x — sen 2x) = 0, 

4 sen 2x eos 2x — sen 2x = 0, 
sen 2x (4 eos 2x — 1) = 0, 

scn2x = 0; cos'¿r=~-, 

n , 1 1 

x^-z-lc, x -- ± — árceos — -I- mi. 

¿ ¿ 4 


vi:mi h aoiOn Es evidente que las ccuacioiios (14) y (15) son equi¬ 
valentes. Aclaremos si fue equivalente la trausloi litación al pasar 
de la ecuación (15) a la (IG). Con osle fin, hallemos aquellos valores 
de x con los que la expresión 1 -|- lg 3x lg 2x su reduce a cero. Tene¬ 
mos: 

1 + lg 3x tg 2x = Ü, (17) 

sen 3 j sen 2 r . . 

eos 3* eos Ir ' ~ ’ 

sen 3x sen 2x -f- eos 3x eos 2x = 0, 
cosx-=0, x — ÍL-pn/. 

Estos valores do x no satisfacen la ecuación (17) (con ellos no osla 
definida tg 3x). Es decir, la ecuación (17) no tiene soluciones, por lo 
que la expresión 1 + tg 3x lg 2x es distinta de cero con cualquier 
valor tolerable de x. Pero, entonces, la división por l -|- tg 3x tg 2x 
de ambos miembros de (15) fue una transformación equivalente. 

Las demás transformaciones aplicadas al resolver la ecuación (14) 
sólo hubieran podido conducir a la aparición de soluciones extrañas 
(a cuenta de la ampliación del campo de definición de la ecuación 
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al eliminar los denominadores o por liaber aplicado la fórmula (VI. ;>) 
al pasar do la ecuación (1C) a la (16'). lil «cribado» do las soluciones 
extrañas ha de realizarse con ayuda del campo do definición de la 
ecuación (14) ¡pie se determina por las siguientes condiciones: 
ros 2.1 =/= 0 

ros 3* =£ 0. 

De la familia x =—k será necesario eliminar las solociones obte¬ 
nidas con le impares; la segunda familia satisface las indicadas condi¬ 
ciones. Así, pues, la solución do (14) tiene la forma: 

x =•- nm; x — ± ~ arreos-^- 4- n/i. 

fjimi’I/O h Mosolvamos la ecuación 

mui x -|- 2'scu 2x — 3 -|- sen 3x. (18) 

solución Transformemos la*ecuación (18) a la forma: 

(sen x — son Í3x) + 2 sen 2x = 3 

y. a continuación, 2 sen x eos 2x — 2 sen 2x + 3 = 0. 

Completemos los producios dobles que tenemos 2 sen x eos 2.r y 
2 sen 2x basta los cuadrados perfectos: 

(sen 2 x -\- 2 sen x eos 2.x + eos 2 2.x) -f- 
+ (sen 2 2.x — 2 son 2x -}- 1) + 3 = 

= Sen* x T eos* 2x -|- sen* 2.x 1, 

es decir, 

(sen x eos 2x) 2 + (scii 2j — i)* + 3 = sen* x -\- 2, 
de. donde 

(sen i -|- eos 2x) 2 + (sen 2x — l) 2 -h cos 2 x = 0. (19) 

l’ero la suma do los cuadrados es igual a cero cuando, y sólo 
cuando, cada sumando es igual a cero, l’or ello, la ecuación (19) 
es equivalente al siguiente sistema do ecuaciones: 

i sen x + eos 2x = 0 

| sen 2x — 1 — 0 (20) 

[ cosx — 0. 

Después de resolver la tercera ecuación (la más sencilla) del sis 
lema (20), obtenemos: x = ~ 4- n/c. Poniendo estos valores en la 
segunda ecuación del sistema, tendremos: 

sen 2 -|- n/cj — 1 = sen (jt-f 2n/c) — 1 = — ] 0, 



§ 4. Ecuaciones 


es decir, el valor x=-y+n/í no satisface la segunda ecuación del 

sistema (20). Pero esto significa que dicho sistema es incompatible; 
así, pues, la ecuación (18) no tiene soluciones. 

ejemplo 15. Resolvamos la ecuación 

j/ —3 —eos 2 1+3 sen 5i = l —sena. (21) 

SOLUCION. Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(20) y ejecutando la poslclior reducción a términos semejantes, ob¬ 
tenemos: 

2 sen x + 3 sen 5a = 5. (22) 

Como sen x < i, sen 5x^1, la ecuación (22) se salisfaco por 
aquellos, y sólo aquellos, valores de x, con los que, simultáneamente, 
sen x = 1 y sen 5x = 1. Con otras palabras, la ecuación (22) es 
equivalente al siguiente sistema de ecuaciones: 

I so»x=l 

| sen 5x = 1. (2J) 

Resolvámoslo. De la ecuación sen.t=l hallamos x — ~ + 2¡t/í. 

Poniendo estos valores de x en el primer miembro de la segunda 
ecuación del sistema (23), obtenemos: 

sen 5 ^y + 2 ji/c) — sen (-^-+ 10 nh'j -= sen y I 

Así, pues, x=y+2nfr os la solución del sistema (23) y, por 
lo tanto, de la ecuación (22). 

Poro al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación (21) 
aparecen soluciones extrañas, por lo que es preciso efectuar la veri¬ 
ficación. En el caso dado no os difícil realizarlo poniendo los valores 
hallados en la ecuación inicial (21). Tenemos: 

]/ — 3 — eos 2 ^ y + 2 ji/c ) + 3 sen 5 (y- -p 2n&) — U 
en el primer miembro de la ecuación y 

1 — sen (-£- + 2 jc/cJ =0 en el segundo. 

Es decir, x = y + 2ii& es la solución de la ecuación (21). 

ejemplo te. Resolvamos la ecuación 


Y 1 + sen 2x = Y 2 eos 2x. 


(21) 
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soi.iuüón. Elevando al cuadrado ambos miembros de (24), obtene¬ 
mos ( + sen 2.r = 2 eos* 2.r. llagamos u = sen 2x y, entonces, 
eos 2 2.t --- 1 — u 1 . Así, llegamos a la ecuación i + u = 2 (1 — u z ), 

de la «inc bailamos u¡ — —1, u 2 - y. El problema se lia reducido 

a resolver un conjunto de ecuaciones: sen 2x— —1; son 2x=~. De la 

¿ 

primera ecuación del conjunto bailamos .r = — ~ -|- n/c, de la se¬ 
gunda, x = (—1)'' ~ -|- ~n. 

Como liemos bocho uso de la elevación al cuadrado, podían haber 
aparecido raíces extrañas. Esto significa que las soluciones halladas 
lian de ser verificadas. 15» nuestro coso, la más fácil verificación so 
ejecuta con ayuda do la condición eos 2x > U (con ella, la elevación 
al cuadrado do ambos miembros do (24) es una transformación que 
conduce a una ecuación equivalente). 

Comprobemos los valores de .c. — -yH-ji/r. Tenemos: cns2.r = 

eos | — -)-2ji/cJ= 0. lisio quiere decir (pie los números de la 

forma j: — í.f. j,/c satisfacen la condición cos2a:>0 y, por lo 
lauto, son las soluciones do (24). 

Compioljcn.os los valores de x = (_ 1 )"-^ + ±,¡. Tenemos: 

eos 2 j - cus ((—1)" -|- mi J . Aduzcamos al parámetro n Jos valo¬ 

res O, 1,2, 3, etc.: 

con n= H eos > O, 

con n — I eos ( —y -1- n) < O, 

con n — 2 eos ( ~ -f- 2nJ > O, 

con n — 3 eos ( —+ 3n J C O, etc. 

Advertimos que. eos 2.t > O con n par y eos 2x < O con n impar. 
Una conclusión análoga es cierta para n = —i, —2, —3, .... 

Asi, pues, do los valores de la forma x—. ( — l) n ^-+ ~ hay 

(pie lomar sólo aquellos que corresponden a las n pares, o sea, 
a los números de la forma ti —21c. Pero, entonces, obtenemos x = 

— -j^H-n/r. De modo que la ecuación (24) tiene las siguientes solu¬ 
ciones: .r — —-- + nk; x = ~ + nA. 
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ejemplo i7. Resolvamos la ecuación 

arccosx — mesen x = (25) 

solución. Tomemos el coseno ile ambos miembros Je la emoción¬ 
eos (álceos x — mesen a:) i: eos . (2(i) 

Consecutivamente oblcncmos: 

a \' \=S- + y\=¿i x = X'L ; 

\x y i — |/3, (27) 

1 (u -1 — í 6 j-* -|- 3 = 0, (28) 

Jo donde — y, x 2 —— i-, j,=.-LiL, ,c t . —L'l 

Duranio la resolución de la ecuación (25) dos voces liemos reali¬ 
zado transformaciones que pudieron conducir a la aparición de solu¬ 
ciones extraños, p. cj., la aloma del coseno», al pasar tío la ecuación 
(25) a la (26) y la elevación al cuadrado al pasar de la (27) a la (2<S). 
Por esta razón es obligatoria la verificación de las soluciones bailadas. 

V mi i fK'.ación. Con = olilcnpinos: 

árceos x, — arasen *, = ni ecos 4 — nrcseii ~ — -T = . 

Así, pues, = Y es una miz de 1¡i ecuación (25). 

Con x 2 — — y , obtenemos: 

árceos x 2 — aresen x ; = nrcco- ( — i-) — are-sen ( ■ i. j ~ 

_ 2w / _n \ 5n u 

3 l (i i ~ i; ^ TT 

O sea, que x 2 = es una raíz extra ña. La verificación muestra 
que los valores a.- 3 = ~- y :r 4 ~ — son también eUr.mns. Así, 
pues, x = -}~. 

ejemplo 18 . Resolvamos la ecuación 

aresen 2x -|- aresen .t = 4 r • 

O 


( 2 - 1 ) 
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S"i,uc.iON. Tomentos el coseno <!t* amitos miembros de la ecu¬ 
ación (20); 

eos (arcsen 2x -|- aresen x) — eos — , 

3 

en(unces 

Vi-Ax 2 y'TZm*— 2i.i=i 

¿t 

de donde lx 2 =±, «» ‘lecir, -r, = -i j,/* 2 = — ~ j/ ^- 
VEIUMCACIÚN llagamos a ^ arcsen 2 a, + mesen x ¡. Entonces, 
eos (arcsen |/y-|-nrcscn [~ \/ J =cosa, 


tic dolido eos ct ■=• |/ | — ¿ J/ 1— — 
cosa 4. ^ 


) / 7'T ‘V 7 ' 08 flpcir > 


Cmno, ¡i conIilinación, 0<]/ -4<-i4L y 0<4j f T<T' 

0 < aicsen (/” j<~ y 0 < mesen i 

Pito, entonces, 0<arcsen ]/^y-j-nrc^n (j <-£-, es 

tlru’ir. a pcilcncco ni primer cuádrenle. 

Así, piles, eos a = i y 0<o<i, pero en l¡il caso, a=-J- y, 

¡mr con,siguióme, *, = 1 j /1 es la raí/, de la ecuación (29). 

Almrn, compro liemos el valor de = —-i- j/ ~ . litigamos 

¡i — aresen 2x i -|- arcsen x.,, enlunces arcsen ( — \/~J + 

-|- arcsen ( - j \f y ) = p. Cuino - J < - ]/y < 0 y -1 < 

<-y (/ y< «. — n < arcsen (— ]/ -f) +arcsen (-7 |/"y) <0 

o bien — Es decir, (1 t¿= ~, de donde se desprende que 

O 

I r 3 

x i — — 2 V 7 ns Ulia raíz extraña. 

Así, pues, la ecuación (29) tiene una sola raíz 
i iivMi t.o iit Resolvamos la ecuación 

o arcsen x + nx — n = 0 . (30) 
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solución. Según el método de selección es fácil hallar la raíz 
do la ecuación x t =j. En efecto, 

3 aresen-^ 4-f— n = 3~—£-= 0. 

Demostremos quo no hoy otras raíces. Transformemos la ecuación 
a Ja forma: 

3 aresen x = jt — nx. 

La función y = 3 aresen x es creciente y lo función y = n — jix, 
decreciente. Poro si un miembro de la ecuación os una función cre¬ 
ciente y el otro, decrecionlc, la ecuación o no tiene raíces, o bien 
sólo tiene una. 

Así, pues, x = y es la única raíz de la ecuación (30) 

odsfjivacion. El procedimiento utilizado ni resolver la ecuación (3<>) piulo 
ser empleado para resolver la ecuación (25) (véase Ja pág. 2551. En efecto, ¡/ — 

= árceos x es una función decreciente, mientras que y = -2- T aresen r, ( ro¬ 
cíenle, es decir, la ecuación (25) o no lime raíces, o bien, una sola Mediante 
la selección hallamos la única raíz de la ecuación (25): x = y. 

hJBMi'Lo 20 . Resolvamos la ecuación 

sen 1 x 4 eos 4 y 4 2 = 4 sen x eos y. (31) 

( u = sen x 
v — eos y. 

Entonces la ecuación (31) loma la forma: 

u* + V* + 2 = 4 uv. (32) 

A continuación, tenemos: 

(u 4 H- 1) + (u 4 -I- 1) — 4 uv = 0, 

(u 1 — 2u 2 -f 1) 4 (f 1 — 2u* -j- 1) 4 2 u? 4 2iz* — Auv = 0, 

(u* - 1)* 4 («* - l) 2 4 2 (u - vf = 0. (33) 

La ecuación (33) es equivalente a! siguiente sistema de ecuaciones: 

f u z —1 = 0 
i i¿-l = 0 
I u—u=0 
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el que, n su vez, es equivalente al sistema de ecuaciones: 


u=\ 

14=1 

f«=-l í 

v-= i ; < 

1 

II 

11 

U — t 1 — 0 

K 

1 

II 

O 

u — v = 0 (, 


Los sistemas segundo y tercero de este conjunto no tiene solucio¬ 
nes, mientras que del primero y cuarto, obtenemos: 

I u,= l I u a = -1 

Ui-1’ U'í=-1. 


Nos queda resolver el conjunto de dos sistemas de ecuaciones 
trigonométricas: 

se» i — 1 j scnz =— i 
cosi/ = 1 ’ l cosí/= —1. 


De esto conjunto do sistemas, obtenemos: 


¡*, = 4 + 2»*. jz a =—£ + 2 nk 
i U\ =•• 2nn (i/ a = «+2n«. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las tocaciones: 


1432. 


eos x 


1 + eos 2z 
1434. cosz ig 3z =0. 


0. 


1433. . y'gfq»» , 

cos2z 

1435. son 4z eos x tg 2x = 


0. 

= 0 . 


1430. (1 + cosx) í ~ 7 ~-1)»0. 1437. (1 -|-cosz) Ig 4 = °- 

1438. sen 1 3z — 5 sen 3.t + 4 = 0. 1439. tg 3 x + tg 1 x — 3 tg x = 3. 
14411. 8 eos 4 r — 8 eos 2 z — eos x + 1 = 0. 

1441. 2 sen 3 r — eos 2 x — sen x = 0. 1442. 2 eos 5 x + 5 sen x — 4 = 0. 

1443. 3 sen 2 2x + 7 eos 2.t = 3. 1444. 2 eos* z + sen z = 2. 

1445. |/2 sen 2 z + eos z = 0. 144G. sen 2z + eos 2z = sen z + eos x. 
1447. |- / 2 eos 2z *= eos x |- sen x. 1448. sen 3z = eos 2.t. 

1449. cus 5* = sen 10z. 145(1. sen (5« — z) = eos (2z + 7 n). 

1451. 4 sen- x -|- sen 8 2x = 3. 1452. 4 eos 2 2x + 8 cos ! x = 7. 


1453. sen (x + j + eos ^z+-yJ =l + cos2z. 

1454. 8 sen® z + 3 eos 2z + 2 eos 4x + 1 =0. 

3 

1455. 3 (1 — sen z) = 1 + eos 2z. 1456. son z = eos z. 

1457. 3 sen z = 2 eos z. 1458. 3 sen 2 z + 3 sen z eos z —• G eos 2 x = 0. 

1459. sen 2 x + 3 eos* z — 2 sen 2x = 0. 1460. 3 sen 2 x + 2 son z eos x = 2. 

1461 . 2 eos 2 x — 3 sen z eos x + 5 sen 2 x = 3. 

1462. sen 5z eos 3z = sen 9z eos 7z. 

1463. sen 0x eos 2z = sen 5z eos 3z — sen 2z. 
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1464. sen' z + cos'x = 75 . 1465. 2 eos 1 * + eos 5x = 1. 

ib 

1460. sen i + sen 2x + sen 3x = 0. 

1467. sen x + sen 3x + eos z -j-£Os 3z = 0. 

1468. yTsen 2x + eos 2z = f/2. 

1469. -^-sen3x-|—5-^-eos 3x = scu 5x. 1470. 2 cos3x + 1^3 sen r-j- 

1471. sen 5x-fcos5x= /Ücos 13z. 1472. sen 1 z — eos 2x = 2 — 

1473. sen' z + sen 4 z eos 5 x = sen 3 z eos 3 z -|- sen z eos 3 .r. 

1474. sen 5 z eos 2 x — 10 sen x eos 3 x + 21 eos 4 z = 0. 

1475. 8 sen 3 —3sonz — 4=0. 1476. sen 4 x + cos 4 z = ros 4z. 


eos! x-f scn*x — sen2z-f—^-sen 3 2z = 0. 1478. 3 Ig -)-ctg z 

1 


1477. 

1470. cos2x—3 cosx + 1 


1480. cosí 


tg* 


(clg2z—clgz)scn (*—n) * 
sen z 


1481. clgz + 


= 2 . 


1482. 

1484. 

1486. 

1488. 

1489. 

1490. 

1491. 

1492. 


1493. 

1494. 

1495. 

1496. 

1498. 

1499. 

1590. 

ir,92. 
1594. 


H-tg** ' '“ B ~ ' 1+C08Z 

2 sen z — 3 eos x = 3. 1483. 3 sen 2z + eos 2.r = 2. 
eos 4z ■+- 2 sen 4z = 1. 1485. sen 2x + tg z = 2. 

1+sonz _ 1 . 1487. sen 3 z-(-cos 3 z= 1. 

14 - eos z 2 

4 sen 4 3x — 3 eos z -f 5 = 0. 

sen z eos z — 6 sen z-J- C eos z -|- G = 0. 

4 — 4 (eos x —sen z) — sen 2x = 0. 

5 sen 2x—11 (scnx + co3x)+7= ,| I 


= 2 . 


eos z eos 2x eos íx eos Sx = -i- 
19 

2 sen 17x-J- V% cos5z-(-sen 5z=0. 

4eos 3 -4p+3 /2scnx = 8cos-|-- 

—■ co3-^- = cos 3 -|- + scn ~ . 1497. 4scn2x — tg 2 (z— 

(sen2z+ /3eos 2 z) 3 —5 = eos ^-5- —2xj . 

I — senz-l- ■. .-f ( — l) n sen" z-(-. ■ ■ t — cos2z 
i-J-senx-t- ...-fsen n x-|-... l-j-cos2z 

eos -4^- = eos 2 x. 1501. sen z 4-2 eos z = eos 2z — sen 2z. 

32 eos' z — cos6x= 1. 1503. Igx+clgx—cos4x = 3. 

2 (1 — sen x — eos x )-|-1 g i+c tg z=0. 


cosí—.o. 
sen 2.r. 

5 

sen* ’ 


17* 
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eos x sen x 

seu»2x-|-c(«>*2x = -j^g . ir>07. sen 10 ieos 10 x =-^. 

29 

sen ,0 x |-cos‘®x= -jg-eos A 2x. 1509. | cosx | = eosx — 2sen x. 


1505. sen 6 x —eos 5 1 = 

1500. 

1508. 

1510. 

1512. 

1513. j'3+2tgx^Tg* x 

1514. [' —3 sen 5x — cus* x — 3-j-Scn x=1. 


I clg .r | = ctgx-| 


sen x 


1511. J^5—2senx = G seitx— 1. 


1 


1'2i 4 cus r= —-|-3cosx. 

t+3H* 


1515. 

1510. 

1517. 

1518. 
(519. 

1520. 

1521. 

1522. 

1524. 


1525. 

1520. 


(1 -|-eosx) j/"lg — 2-|-soii x = 2eos t . 

}/cos*x-|-i-!'-|/ son*x + -i-*=2. 

1 ^ 1 —2 Igx — l /, H-2clgx = 2. 

sen x — 1 sen* x — sen 2x + 3 eos 1 c = 0. 

eos x -|- p^seii 1 x — 2 sen 2x -|- 4 eos* x = 0. 

|/cos2x-I-1^1 -I-sen 2x = 2 \f senx + cosr. 

2 clg 2x—3 ctg 3x=- lg 2x. 1523. 0 Ir x -|-5 clg 3r = Ig 2x. 

/ n \ . / , n \ 4 eos 3 r 

,K * tg ( í+ T 

¿ ¿ 

sen ~ cos -|- + scnx co3 7r 
sen 3 5x ^se» 7x eos*—sen -i- eos 7xj - | - 


sen 4 x -| sen 4 x-|-cos* t-|- eos* iH-scu —=3. 


1527. 1 -|-eos 2x eos sen 3 3x. 

1528. sen 5x-| sen x = 2-|-cos 3 x. 1529. 3seu* -^- + 5 son 3 x = 8. 

1530. (sen i-|- KÜcosx)son 3x = 2. 

1531. 2sen x —) —3eos ^2x-|--^-J =5. 

1532. sen 2 eos = 3. 

4 3 

1533. son 18x-|-sen l"x-|-seu 2x — 3-|-cos 3 2x. 

1534. eos 2x ( 1 —~- 


sen*2x] =1. 1535. \x'-\-x* = —sen 3 5x. 
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15315. sen x eos x = 1^2 +sen 4 4*. 

1537. eos 6 2r = 1 + sen 4 x. 1538. clg [y cos2nxj = J• / 3- 

1539 . 2sen 1 (y cos’xj =2 — eos (nscuüx). 

1540. 4 arclg (i 2 — Zx-\-Z) = — . 1541. nrctg 3x—nrcclg 3i = 

1542. 2 aresen* x — 5 arcesen 1+2 = 0 . 

1543. 4 arclg x — 6 arcclg x — n. 

1544. 2 aresen x = árceos (1 —x)= aresen (— i). 

1545. 2 aresenx = árceos2i. 154C. aresen -^- +árceos 

2 _ | 

1547. árceos x — arctg x. 1548. aresen-— — aresen 1^1 —t— aresen - 5 -. 

3 V x á 

1549. 3 árceos 1 —ai— 2 ’ ==(l- 

1550. aresen ^lg — j —aresen j/"-^- = 0. 

1551. eos (1 — i/) — 2 sen x + 2scu y — 3. 

1552. sen 2 (n.r) + log| (i/ 1 — 2 ¡/-| l) — l). 

( Se " s *+1¿7)-¡-( C0 SÍX ' I ''¿t) ¿= l2+ T *" !r 

1554. 1 —2x— x 2 = tg 2 (-r-|-ví-J-ctg 1 (*-)- y). 

1555. lg 2 2x-|-2/3lg 2i-|-3= -clg 2 (4¡,--J-). 

15515. .t 2 -|-2.rsen xy -\-1 «=<). 

1557. 4 + sen 2 x -f eos 1 2.r = 5 sen 2 r sen 2 y. 

1558. (eos* 14 -—V-) (1 + lg*2jf)(3+sen3*) = 4. 

1559. ltesiielvan la ecuación arclg * + arclg y = arclg 3 en niinieros enteros 


§ 5. Sistemas de ecuaciones 

Al resolver sistemas do ecuaciones trigonométricas so liaco uso 
de los mismos procedimientos que durante la resolución do ecuacio¬ 
nes algebraicas. Con frecuencia suelo ser más cómodo en lugar de las 
fórmulas generales, según las cuales so resuelven las ecuaciones del 
tipo sen x — a, eos x = a, escribir la solución de «lidias ecuaciones 
en forma del conjunto de dos familias. Sea, p. ej„ necesario resolver 
el sistema de ecuaciones: 

ísen (* + (/)= y 
(cos(x-p) = -i Y - . 
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Al emplear las fórmulas generales llegaremos al sistoma 
[*+!/ = {-l) h £ +n k 

) n , , (2) 

y= ±-¡r+2lW, 

de donde hallamos: : 

que es la solución del sistema (1). Si la solución do la primera 
ecuación de ( 1 ) la escribimos en forma del conjunto x -{- y = - 2 --|- 

+ 2 n/c; x-|-í/^~|- 2 ji/c y la solución de la segunda ecuación 
de ( 1 ), en forma del conjunto x — ij= ^--p 2 nu; x — y= — 7 -+ 
-l- 2 nu, obtendremos un conjunto do cuatro sistemas: 


de donde 


■c-|-p= 2n7c 
x — // = -f- 2«/i 

1 - '¿nk 

x — y=-- —-í- -|- 2nu 


= n(k + n) 


-H- .V = -I- 2nk 

x~y — ~- 1 - 2 nn. 


*+tf“ir+ 2:ik 
x — y* — j — 2ji«, 


1 3j( ,, , . 

J,= — -p n {k - 1 - n) 

7n 


« 1 = —ür-l n(k — 11 ) y z = ---\- n {lc — n) 


-I 4 -+” (fc + «) 


JJl , . • . 


24 

*4 — ir + « (fc -I-») 


!/'. : 


24 

13n 


24 


n (/í— n). 


(4) 


Este conjunto do familias es la solución del sistema (1). Claro 
está, que semejante anotación no es tan compacta como la solución 
escrita en forma del sistema (3), pero es más evidente, por lo que a 
ella, con frecuencia so le da preferencia. 

Llamemos la atención del ieclor hacia una circunstancia: al pasar 
doi sistema ( 1 ) al ( 2 ) o bien al conjunto de sistemas (4) hemos empica¬ 
do el parámetro k para escribir las soluciones de la primera ecuación 
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ilcl sistema (1), mientras que para escribir las soluciones do la según- 
da ecuación del sistema, otro parámetro, n. 151 cujploo do un solo 
parámetro, p.ej., k, nos hubiera conducido a ln perdida de soluciones: 
on tal caso, del primer sistema del conjunto (4) hubiéramos obtenido 


*;=-g-+2 3 iA- 

.' w 
'Ji - 24 ’ 


mientras que el conjunto de Z' paros del tipo (j;¡; ¿/'-) es el pro¬ 
pio subconjunto del conjunto de Z, pares do Upo (a,; 

“TT+*(* + ») 

donde 

-f n</c-n). 


Así, pues, Z' £ Zj, Z' =£ Z,, por lo que lodos los paros (.r; y) son 
tales que (x; y) £ Z,\Z' resultan ser soluciones «perdidas». 
Examinemos ejemplos. 

umipi-o i. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


sen asen ¡/ = 0,75 
tgx lgl/ = 3. 


soi.uciON. Dividiendo los miembros primero y segundo de la pri¬ 
mera ecuación del sistema (5) por los miembros primoro y segundo, 
respectivamente, de la segunda ecuación del sistema, obtenemos la 

ecuación eos xcosy = Sustituyendo con esta la segunda ecuación 

dol sistema (5), obtenemos el sistema 


3 

son x sen ij = 
cos x eos y = -i- 


(«> 


que es equivalente al (5). 

Ahora, sustituyamos la primera ecuación del sistema (6) por la 
suma do las ecuaciones de ésto y la segunda ecuación por la diferen¬ 
cia entre la segunda y primera ecuaciones. Oblcnomos un nuevo sis¬ 
tema: 


{ eos x eos y -|- sen x sen y = 1 
eos x eos y — sen x sen y = — 


o bien 


rcos(x— y) — i 
|cos(x-|-j/)= -1 


2 * 


(?) 
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equivalente al sistema (6). De la primera ecuación del sistema (7) 
hallamos x — y — 2nk, la segunda ecuación del sistema (7) es equi¬ 
valente al conjunto de ecuaciones x -|- y — ^ -f- 2nn; x -)- y = 

= — + ¿nn. 

Así, pues, del sistema (7) hemos pasado al conjunto de sistemas 


.i — y — 2 nk fx — 1/ = 2jx/c 

x + y ~ 4- 2nn ’ jx -p y = — -f 2nu 


(») 


que es equivalente al sistema (7). Del primer sistema del conjunto (8) 
hallamos la familia de soluciones: 


í/l = -Tf + » (« — A). 


Del segundo sistema dol conjunto (8) hallamos la familia do solu¬ 
ciones: 


x, = — y+ n(u-|-A) 
í/.- — + — le). 


vichi ficaciiOn Como al resolver la ecuación sólo se realizaron trans¬ 
formaciones equivalentes (lo que se señaló en el proceso do la reso¬ 
lución), el conjunto de familias 

x:, = -y-|-ji (n+fc) 

= +n{n—lc) 

es la solución dol sistema (5). 

ejkmpix) 2 Resolvamos el sistema do ecuaciones 

sen 3 x=- 4-sen y 

i (í)) 

eos 3 x — — eos y. 


X,= — -J -I- n (n -}- k) 
U% = — ~ + n(n—k) 


solución. Elevemos al cuadrado ambos miembros do las dos ecua¬ 
ciones del sistema (U) y sumemos, término por término, las ecuacio- 
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ncs óblemelas como resultado de dicha transformación. Tendremos 
sen 0 x + eos 6 x — ~ y del sistema (9) pasaremos a un nuevo sistema: 


| sen 6 x eos 6 x = — 
I sen 3 x = -y sen y. 


( 10 ) 


Al señalar que la ecuación sen 6 x eos 8 x — resolvamos pri¬ 
mero ésta. Consecutivamente obtenemos: 

(i^üi-) , + (-ü^-) í =|; » S 2o:-0, I 4fc 

Así, pues, la resolución del sistema (10) se lia reducido a resolver 
el sistema 


|*-f + T k 

lsen 3 í=-^-scn ij. 


(ID 


Tenemos: < 


n | n . 

X ~T + T k 


(4-^iiy=(± J r) J 

de donde 


o bien 


Í*-T + T k 

sen i/ = ±~y- 


n , it . 

X =T+T k 

a . n 

H-T+T"- 


( 12 ) 


El paso del sistema (9) al (10) es posible que no fuera una trans¬ 
formación equivalente (elevación al cuadrado), por lo que es necesa¬ 
ria la verificación. 

veiuficaciOn. Representemos los valores do x o y , contenidos oti 
el sistema (12), con puntos en dos circuios numéricos (fig. 118). En 
el punto /l t tenemos sen x > 0, eos x > 0. Entonces, del sistema (!)) 
llegamos a la conclusión do que sen y > 0 y eos y > 0. Pero de los 
puntos B lt 'B z , B 3 , B t sólo el punto /?, tiene la abscisa y ordenada po¬ 
sitivas. Esto significa, que (/l,; B t ) es la solución geométrica del 
sistema (9), es decir. 


x¡ = -?—(- 2n/c 

es la solución del sistema (9). 

!/i =X +2,S,Í 



2GG 


Segunda parte. Trigonometría. Capítulo lí 


Razonando do forma análoga, obtenemos (/1 2 ; Z/ 2 ), (/1 3 ; Z? 3 ) (/1 4 ; 
B t ) que son las soluciones geométricas del sistema (9), o sea, 

í '¿nk íx, = |l-f 2nk ,r 4 = -j- + 2 nk 

\ \h. = X" ' n !/j = --jp -1- í/. = ~ + 2n n 

son las soluciones del sistema (9) 




Fig 38 

Asi, pues, ol siguiente conjunto do familias es la solución del 
sistema ('.)): 

i, =~ + 2n/e ír t = ^L+2nft 
//i = x + 2 juí . 1/2 = x~l-2n;t 

J.i 3 = -^-i-2«/r U = ^ + 2 íi/c 

}&3=4 L * , ' 2n " jfA=-r+ 2nM - 

tcJBMPto 3. Resolvamos el sistema de ecuaciones 

x + i/ + 2 ■= n 

1 t.gxtgz-2 (13) 

,tg!/fgz=18 

soJ UCiON. Como z-(-y-|-! = n, (g(x + y)= tg (n — z), es decir, 

tU x-{- l g ;/_ 

i — tg r tg p lgi ' 
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Con esta ecuación sustituyamos la primera ecuación del sistema 
(13) y consideremos el nuevo sistema: 


igz+lE y 

\ — tg x tg y 

tg* lgz = 2 
lgr/lgz = 18. 


- Iff z 


Introduzcamos nuevas 


Í u = Igi 
v — tg y 
w=lgz. 


Entonces el sistema (14) loma la forma: 


u-\-v _ 
1 — uu 
uw= 2 
vw= 18 


— w 


o bien 


uuw = u -l-y+u' 
• uw = 2 
uu> = 18. 


(14) 



( 10 ) 


Dividiendo la primera ociiación del sistema (lü) poi la segunda, 
término por término, obtenemos y = “ + de donde r = u 4 - ir. 

i* 

Sustituyamos con esta ecuación la primera dol sistema (1(5) Tendre¬ 
mos: 

y ■* u + w 

' uw= 2 ( 17 ) 

vw= 18, 

y, a continuación, 

v—u + w (v = u -f ty 

1 uw= 2 < U(y = 2 (18) 

,{u + w)w = 18, [ty 2 =1(5. 

El sistema (18) Irene las siguientes soluciones: 

u, = 0,5 I 

•y, = 4 , 5 ; < 

w, = 4 


u 2 — —0,5 
v t — —4,5 
«’ 2 = —4- 
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RcLoriinndo a las antiguas variables, obtenemos: 

( ,i, -= arctg 0,5 r n/c í .r 2 — — arclg 0,5 + n/c 
(i/,-=«relg4,5-1- nn ; < y 2 — —arclg4,5-|- nu (19) 

(z, --aiclg4 -|-n/n = — arclg4 -|- Jim. 

veiukicamOn. Durante Ja resolución tres veces se han realizado 
transforniacioncs, cada una de las cuales pudo conducir a un sistema 
no equivalente: «lomado de la tangente» al pasar del sistema (13) al 
(14), la eliminación del denominador al pasar del sistema (15) al 
(1C) y la división al pasar del sistema (1(1) nt (17). A la pérdida de 
soluciones pudo sólo conducir la división, pero en nuestro caso esto 
no sucedió, ya que el segundo miembro de la «ecuación-divisor» es 
igual a 2, os decir, distinto de cero. Las demás transformaciones 
pudieron llevar a la aparición de soluciones extrañas: el «cribado» 
de las soluciones extrañas puede realizarse con ayuda de la susti¬ 
tución directa do los valores, contenidos en el conjunto (19) hallado 
más arriba, eu el sistema inicial, lis fácil cerciorarse do que el con¬ 
junto (19) satisface la segunda y tercera ecuaciones del sistema (13). 
Para satisfacer la primera ecuación do este sistema, será necesario 
escribir las soluciones del conjunto (19) de la siguiente forma: 


.r, -i- arclg 0,5 + uk 
!/, arclg 4,5 |- n« 
z, =raictg 4 — nk — nn 


x 2 — — arclg (.1,5 + ji k 
l/a- — arclg 4,5 + mi 
z 2 = — arctg 4 — nlc — nn + 2n 


( 20 ) 


(liemos hecho uso de que arclg 0,5 + arclg 4,5 + arctg 4 = n, lo 
que sigue de la solución del ejemplo). 

El conjunto de lamillas (20) es la solución del sistema (13). 
ejemplo v Resolvamos el sistema do ecuaciones 

■ sen x — eos y 

< [/Osen ;/= Ig z (21) 

2 sen z — (/ 3 clg x. 

solución Elevemos al cuadrado ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones del sistema (12). Obtenemos: 

{ sen 2 x = eos 2 y 

G sen 2 y — tg 2 z (22) 

4 sen 2 z = 3 clg 2 x. 

í u. = sen 2 x 

Introducimos nuestras variables: s v = sen 2 ij 
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Entonces, el sistema (22) toma la forma: 

( u = 1 — i;, 


de dolido liallaníos: 


6 u = 


w 

1 -w > 




(23) 


u t = 1 
t>! = 0 ; 

w¡~ 0 



que son las soluciones del sisloma (23). 

Ahora, el problema se reduce n resolver el siguienlo conjunto de 
sistemas: 


sen 2 x = 1 
sen 2 y = 0 ; 
sen 2 z — 0 


sen 2 a =4- 
€• 

son 2 y= ~ 

Sl'll 2 c = — . 


(24) 


Del primer sistema de esto conjunto hallamos: 


x — 2 " "f" n/i 
y = n/i 
z = Jim. 


(2T>) 


Del segundo sistema del conjunto (24) hallamos: 



2= ±Y+" wl - 



verificación. Pongamos las soluciones halladas (25) y (20) en el 
sistema inicial (21). Con esto fin, hagamos uso del mismo procedi¬ 
miento que so utilizó al resolver el ejemplo 3, o sea, representemos 



27(1 


Segunda parte. Trigonometría. Capítulo II 

los valores do x, ij, z contenidos en el sistema (25) con puntos on tres 
círculos numéricos (fig. 30), respectivamente. 

Tomemos el punto A,. En él sen x > 0 y, por (o tanto, eos y > 0 
(véase la primera ecuación del sistema (21)). Entonces, de dos pun¬ 
tos O |, /i, elegimos el que tiene abscisa positiva, es decir By. Señale¬ 
mos (j iic, en lal caso, podemos lomar cualquier de los puntos C t , C 2 . 



rig. 3» 


De modo análogo, al punto /i 2 correspondo el B 2 . Así, pues, hornos 
obtenido cuatro soluciones geométricas: (/i,; D x \ C x ), (Á,, li x , C 2 ), 
(/1 2 ; li 2 \ C,) (/1 2 ; U t \ C 2 ). ... 

De esta forma, en lugar de la InmiHa (25) obtoDOmos el siguien¬ 
te conjunto de familias: 




i, =-?p|-2n/c fx 2 = - -j + 2jc/í 
i/, = 2íi« • \ i/j = Jt + 2 nn 


(los restantes híos (.r; y, z), contenidos on la familia (25), son solu¬ 
ciones extrañas para el sistema inicial). 



Fig. 40 


Ahora representemos con puntos en los círculos numéricos los 
valores do x, y, z contenidos en el sistoma (26) (fig. 40). Consideremos 
el punto Ay, En él sen x > 0, ctg x > 0, de manera que eos y > 0, 
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sen z > 0 (véanse las ecuaciones primera y tercera del sistema (21). 
Como eos y > 0, en el segundo círculo elegimos los puntos con absci¬ 
sas positivas y fí 4 . Ya que sen z > 0. cu oí torcor círculo elegimos 
los puntos con ordenadas positivas C, y C 2 . Analicemos ol punto /i,. 
En él sen y > 0, o sea, tg z > 0 (véase la segunda ecuación del sis¬ 
tema (21)) y, por ello, de los puntos C„ C 2 elegimos C, (en él 
tg i > U). Por analogía, al punto B 2 corresponderá C 2 . 

Así, pues, liemos obtenido dos soluciones geométricas más (/!,; 
B\\ £>) y (Ai, B 2 \ C 2 ) y, correspondientemente, el siguiente conjunto 
de familias de soluciones del sistema (21): 


x 3 ^^- + 2nk 
Ifc—y + 2 ji/í; 
z 3 = -J + 2 Jim 


*«--J- + 2nA 
¡/‘ = ‘T L+2im 

| Z; = -y- + 2n/«. 


(28) 


Unzonando por analogía, bailamos seis soluciones geométricas 
más: (/l 2 ; BC 3 ), (/l 2 ; B t \ C Á ), (A 3 \ B 2 ; C y ), (A 3 ; B¿\ C 2 ), (d 4 ; B 2 \ 
C 3 ), (/1 4 ; B 3 -, C 4 ) y, correspondientemente, el conjunto de familias 
de soluciones: 


x 5 = -y- 4 2 ji/c 
!,s = y + 2 n« 
z 5 = -y- H- 2nm 

x ñ = ^- + 2n!c 

y B ^-~-\-2nn ; 
2 rí , n 

| z R = -y—1- ¿nm 


x 9 =IüH- 2 ji/c 
y e=-y- + ¿71 n 
*« = -y- -4 2 Jim 

x 2 = ^- + 2nk 
!/4 = -y-H' 2nn 
Z, — -y- + 2íllll 


* 7 =Jjl+2ll* 

í/ 7 —y- 4- ¿7 l " ; 


| z 7 = y-P23im 

• T io = -y 1 -!- '¿ni, 
’J 10 ~ y- + 

5»l . r, 

Zio= -3—t- 2 Jim 



Así, pues, ol conjunto de familias (27), (28) y (29) es la solución 
del sistema (21). 


iriGO. 


1502. 


1ÜJ1LHCICI0S 

Hesuelvan los sistemas de ecuaciones 
Jsen(i + y)=0 15G] Js?n 1 cía ,j =0,25 


lse» (x — y) = 0. 
|'senar+cosy = 0 

Isen 2 .r-l-cos* y = 


\se i y eos t=0,75. 

{ sen x sen y = 0,25 
n 
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, sen x-t-= 2 

) C03 !' jr-jr, feos JH-eos 2/= 0,5 

1 Wl> x _ \) 5 \sen 2 x+scu* y = 1,75. 

I eos y 

fsen r-l-sen y = 0 í*-y = 4 

\cos:t l-cosy = i>. I - , 

Icos 3 «x—sen 2 ny = 0,5. 

j'sen 2 x-|-St’ii ! |/ =0,75 feos 3 x +ros 3 y = C»,25 

< T i , _ n '509. { , 5" 

r +y= T* \*+»—t- 

fscn 3 x-¡-cos 3 ¡/ —11,5 feos x-}-eos y = l 


1 ;iy=0,5. 


cus x seny — - 

vln 


lg r + tg '/= 1. 


1 — tg r 

1 | t¿ x 


= lg y 


X ~' J= T ' 


sen * ctg y = 


tgxr<*y = —: 


fcuslr —y)=»2cos(* + y) í sen (* — y) =3 sen x eos y — 1 

\cus x cus y = 11,75. ' \sen (x-|-y) = — 2 eos 2 seno. 


leus* eos y = 0,75. 

Í .r -|- ¡/ i — u 1 

c f ‘ s 2T~ < nS 2~L~~T 


coa T eos y = — . 


»(*+»)--í 

sen x sen y = - 


2 eos x sen y. 

1 


>g 2 lg y=-g-. 


(son i=ilspn y 
\t«x-=5t.gy 

/•+-T 

15 (sen 2*-(-> 


i n 

*+»“T 


l-seil 2y) =2 (1 -{-eos 3 (x —y)). 


x—y — - 


St;n * = 2 sen y. 


x +y~T 
ig* igy=4- 


¡ 1^2 sen x = sen y 
| / "2coax= ^3 eos y. 

isen reos (x | y) -I-sen (x+y) = 3 eos (r + y) 
vi sen x = 5 clg (x -\- y). 

f Cl.gx -I-sen 2y = sen 2x )588 r4tg3y = 3tg2x 

\2hm) y sen (x-¡-y)=cosx. ° ' \2sen x eos (x — u' 


l2senxcos(x—y)=sen y. 
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tr>8!>. 


15'JI. 


le x ele y = 3 

fsen x = 
n 1590. < 

— y|=—. I eos i = 


11 x 


[ i 2n 


sen x - 


sen x 
. son y 


1592. 


sen 2y 
sen y. 

1 

-son y = 


- 2 . 


eos cosy = 


Vj_ 

2 


159'! / sc,,¡,= 5sc “ ;t 
\ 3 eos i -l- eos y = 2. 


159/,. | C0SI 
lele x 


cnsy- 


1+/2 


. rn- / S C<* 2 x = c 
J " >- \c05 2 2=S' 


1597. 


1598. 


Cf)S" /|I 


eos i eos y 
sen x sen y. 
/ 20-2 


•K* (—2y) 

/sen 1 1—seny 
\ eos’ a: = eos y. 

(x+y + i = n 


2 

/2Ü-2 

2 

1599. 


{“ 

tg (- 2y) = 


clgr clgy = 3 + 2 J 2. 
eos’ y+3sen rseu y — 0 
cos2.r—cos2y = 10. 


cus \x : 


1^20—1 

/. 

/20-1 


fi+y+*=n 

lg*lgi = 3 
Ugy tgt = f». 

{i + y+í = n 
sen x ~ 2 sen'!/ 
)^3 sen y = sen t. 


1000, < Ig a-1g y = 2 

Ug*+tgM- tg« = G. 
ísen 2 x+sen 2 y-f-sen 2 z= 1 

1002. < eos 2 z -]- eos 2 y — eos 1 a = 1 
l Ir* — lg 2 y-Hg 2 : = l. 

1003. Hallen la solución de los sistemas de ecuaciones 

1 


sen x | sen y = — 


3 


eos (a: -|- y) + eos (i — y) = -j 


{ 0<x 

n <y 


0 < * < 2n 
<2n. 


§ G. Desigualdades 

La resolución de las desigualdades trigonométricas, por regla, so 
reduce a resolver las más sencillas desigualdades trigonométricas, es 
decir, del tipo son x > a, eos x < a, ele., así como a resolver conjun¬ 
tos, sistemas o bien conjuntos de sistemas de las más sencillas desi¬ 
gualdades trigonométricas. Con esto fin, en muchos casos, es cómodo 
emplear un círculo (en adelante será designado por 2), en el que el 
conjunto de los valores de la variable, que satisfacen la más sencilla 
desigualdad dada, se representa en forma de uno o varios arcos. 
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Lo misino que con ayuda de desigualdades se prefijan los inter¬ 
valos en la recta numérica, es asimismo posible anotar un conjunto 
de puntos, per lene cien Les a uno u otro arco del círculo S. 

Acordemos designar con el símbolo uM,M, un arco para el que 
Al ¡ es el punto inicial (en la designación del arco él so escribe el pri¬ 
mero), M t , el pimío final del recorrido descrito por el punto corrien¬ 
te por el cíiculo 2 en sentido positivo (anlihorario). 




1’. cj-, con ayuda de desigualdades hay que escribirlos siguientes 
arcos riel círculo 1 (fig. 41): 1) cj0 o 0 t ; 2) U0,© 3 ; 3) u0,0 o ; 
4) U0 2 0j; f») kjQ 0 M; 0) yjMQ 0 -, 7) donde el punió M es el 

punto medio del arco 0,0 2 . 

1) lil punió 0 U coriesjiomle al númoio Ü, el jmnlo 0 lf al mañe¬ 
ro -!j- , por ello, el punto corriente del arco 0 O 0, corresponde u 

un nú inoro .< lal que U ^ x . 

No obstante, lomando en consideración que si un punió de! cír¬ 
culo corresponde al número x, él también correspondo a iodos los nú¬ 
meros del tipo x -|- 2nk (le es un número entero) y resulta que los 
puntos del arco 0 o 0i corresponden a los números x que satisfacen el 
siguiente sistema de desigualdades: 

0-)- 2nk x í_C o bien 2it k x ^ -f- 2nk. 

lista es la anotación analítica del arco 0 O 0,. 

2) Para el arco 0,0 3 , obtenemos: ~ +• 2nk ^ x ^ 4p- 2n/c. 

3) Gomo indicamos más arriba, en lal caso por la anotación 
vj0,@ o se entiende el arco 0i0 3 0 3 0(e Al recorrer por primera vez el 

circulo el punto 0, corresponde al número , mientras que 0 O , al 
número 2n (pero no al número 0, ya que el recorrido del círculo desdo 
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0 X hasta 0 O transcurre en sentido positivo), es decir, desdo el punto 
de vista analítico U0,0„ puede ser escrita del modo siguiente: 

~ -f 2 nk < x < 2n -|- 2 nk. 

4) El arco 0 2 0, puede escribirse con dos procedimientos: 

— ji+ 2 nk < x< —+ 2 nk o bien jx+ 2 nn <; x -|i-| 2n«. 

5) U 0 O A7: 2n/c < * < + 2n/c. 

13) rj A/0 O : ~ }- 2nJc ^ x ^ 2ji-|- 2n/c. 

7) U 0 3 A/: - -|- 2n/csS x < -|- 2n/r. 

(HiSKllVAClON. Al escribir el arco en la forma 

a -I- 2x&< |H- 2nA, (l) 

bay que prestar aleación n que se cumpla la desigualdad a < |l, ya que de otro 
modo el sistema do desigualdades (I) resollará sor contradictorio. 

Ahora, sea que cada cuadrante del círculo numérico está dividi¬ 
do en tres partes iguales (íig. 42). Hallemos la anotación analítica 
de los siguientes arcos: 1) u7i,tf 2 ; 2) u0^; 3) \JB 3 A,\ '>) U/!.//,; 

5) U/1 4 0 2 ; 6) A . i/2i. 

1) Analicemos oí arco B¡B 2 . Como cada uno do Jos arcos 0 O ,I, 
A¡U U Z?,0,, 0,/l 2 , . . ., /Í„0 O tiene una largura , al realizar el 
primer recorrido positivo del círculo el punto B v correspondo al nú¬ 
mero j, el punto al número ^ . Por consiguiente, la anotación 
analítica del arco B¡B 2 , será: 

-y + 2n/c<x < ^ + 2nJc. 

2) u 0 A: 4- + 2n/c ^ x < + 2 nk. 

3) vj 7? 3 /l,: —y--|-2n/c 4 \-2nh |o bíen-^--|-2:wt x 

^5 13« , c, \ 

< -Q- +• 2iW! J . 

OBSEUVACION. Olrn vez llamamos la atención del lector a la necesidad do 
la verificación, al escribir los extremos de los arcos, i’, ej., durante el primer 

recorrido del círculo numérico el punió JJ 3 corresponde al numero ^ ; conti¬ 
nuando el movimiento en el sentido del punto ¡) 3 a A¡, al pasar por el punto 
e 0 , comenzarnos a recorrer el círculo por segunda vez, el punto A , corresponde 

al número . Do aquí se obtiene la segunda anotación para el arco 


18* 
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4) u -2n/:^ x ^ -y + 2:c/c bien -y- f Znn ^ 

< i <-5L + 2nii) . 

5) \j /t 4 0 2 :-y + 2 nk ^ x ^ n-\-2nk (o bien -f 2nn 

^ x 3n-h 2n/i|. 

6) u >l 3 tf 2 : --y- |- 2nk < * < -y-+2nA: (o bien -J?L+ 2nn < 

< x sí -y^-|- 2n«) . 

ejemplo i Resolvamos la desigualdad 

•sen x > ~ . (2) 

solución, i'or dofinición, sen x es la ordenada del punió l dol 
círculo Z, correspondiente al nú moto x. Marquomos on el círculo 2 

los punios <¡uo tienen la ordenada igual a y (los puntos M y P en 
íig. 43). Entonces, los puntos cuya ordenada es mayor que y llenan 



ol arco abierto MP*. Es lógico que semejante arco reciba el nombro 
de solución geométrica de la desigualdad (2). 

Confeccionemos la anotación analítica del arco abierto MP: ~-|- 
-|- 2nk < -|- 2n/c. Esta es Ja solución do la desigualdad (2). 


ejemplo 2 Resolvamos la desigualdad 


eos x <-5- . 

O 


( 3 ) 


* Uu arco sin puntos extremos será llamado arco abierto. 
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solución. Por definición, eos x es la abscisa de los punios t £ 2 
que corresponden al número x. Marquemos en el círculo numérico 2 

los punios que tienen abscisa igual a y (los puntos M y P, en la 

fig. 44). Entonces, la solución geométrica de la desigualdad (3) será 
el arco abierto MP (los puntos de este arco tienen la abscisa menor 

que y). Confeccionémosla anotación analítica del arco abierto MP: 
árceos 4 - + 2nk < x < 2 n — árceos -r- | 2 nk. 

o O 

ejemplo 4 , Resolvamos la desigualdad 

tg* ^ —y ■ W 

solución, tg x no está definida con x = -^ + u/í- A estos números 

corresponden los puntos©,, y 0j del círculo 2 (fig. 45). Marquemos 

en el semicírculo © 30 , el punto M = M (x) la) que Ig x ¡= — -i-- 

Como en el arco © 3 ©, (con mayor precisión, en cada uno de los in¬ 
tervalos do la recta numérica /? que so aplican en el arco 0 a 0 ,) la 

función y = tg x crece, la desigualdad tgx< — j se cumplirá para 

todos los puntos del arco 0 3 0, quo yacen a partir del punto M en 
sentido negativo, o sea, en el arco somiabiorto 0 3 /l/. 

Como, más adelante, el período fundamental de la tangente es 
igual a ji, la desigualdad (4) se cumplirá asimismo para lodos tos 
puntos del arco Q X P que se distinguo del arco 0 3 /l/ en la mitad dol 
círculo. 

Así, pues, la solución geométrica do la desigualdad (4) es la unión 
de dos arcos semiabierlos 0 3 M y Q t P. Confeccionemos la anotación 
analítica de los indicados arcos. Pura el arco 0 3 áí tenemos: 

— y+ 2 n/c <i< — arclg y + 2nk 

y para el arco 0,P: y -\-2nkC x < n— arclg y -|-2n/r. 

Pero la solución do desigualdad (4) puede escribirse con mayor 
brevedad: 

— y + mi<z<g; —arclg y + Ktt. 

ejemplo 4 . Resolvamos la desigualdad 

I 3 /f,\ 
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solución clg a no osla definida con x — nk. A estos números 
corresponden los punios 0 O y 0 2 del circulo numérico 2 (fig. 46). 
Marquemos^ en el semicírculo 0 o 0j el punto M = M (a) tal que 

clg x — - 3 - Con esto fin, trazamos el arco Q 0 M, cuya largura es 
* / ^ ^ 

igual a a re clg -y— = y. Como en el arco 0 O 0 2 la función y — ctg x 

1/ T 

decrece, la desigualdad clg x < —y- se verificará para todos los 




puntos del arco0 O 0 2 quo yacen desde el punto AI en el sentido posi¬ 
tivo, es decir, en el arco abierto AW 2 (al resolver la desigualdad 

ctg x> sería preciso tomar el arco abierto Q 0 M). Tomando en 

consideración quo el período fundamental do la cotangente es igual 
a n, marquemos, además, el arco / J 0 O , en el que so verifica la desi¬ 
gualdad (5) (ella se obtiene del arco AIQ 2 , girando en torno dol 
punto O a 180°). 

Así, pues, la solución geométrica de (5) es la unión de dos arcos 
abiertos ilí0 2 y /'0 O . La anotación analítica del arco AI © 2 es la 

siguiente: -j- 2 nk < x < n + 2 n/c; la del arco P 0 O se aduce a 

O 

continuación: ^ + 2 nk < x < 2ji + 2 n/r. 

De forma más corla podemos escribir la solución do la desigual¬ 
dad (5), así: 4J- -|- nk < x <. n nk. 

v 

líJBRinxi 7 , Resolvamos el sistema do desigualdades 
f sen x < 


cos x > 


2 


(ü) 
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Hallemos la solución geométrica tío la desigualdad sea x < -■ ■ 

(el arco MP del círculo 2 en la fig. 47 está sombreado por su interior). 
En esc mismo círculo hallemos la solución geométrica de la designal- 

i/2 

dad cosx>-(el correspondiente arco EK está sombreado en 

la íig. 47 por su parte exterior). Entonces, la solución geométrica 



Fig. 47 .Sijr /,8 

del sistema ( 6 ) será la intersección de los arcos MP y EK, es decir, 
la unión de dichos arcos. Sólo nos queda confeccionar la anolacíúu 
analítica de los mencionados arcos. Para el arco MK, tenemos; 

2 L+ 2 jtfc<x<-^~|- 2 nfr; 

pora el arco EP, tenemos 

— -y + 2 jx/c < x < ~ -\- 2nl(. 

fjemi'i .0 r.. Resolvamos la desigualdad 

2 sen* | x + J/ 3eos 2 x > U. (7) 

solución. Aplicando la fórmula 1 — eos 2a = 2 sen 2 a trans¬ 
formemos (7) a la forma: 

1 — eos ^ 2 x -f 'j -¡- Y 3eos 2x > 0 

y, seguidamente, 

—eos ( 2x + y) *h y 3 eos 2x > — 1, sen 2x + Y 3 eos 2x >. — 1 , 

Y sen 2 x -|- -y- eos 2 x > — y, sen y sen 2 x eos ~ eos 2 x >— j , 

c°s( 2 *-t)>— r* (8) 
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Resolvamos la desigualdad (8). Haciendo t = ^ 2x —-^-J obte¬ 
nemos la desigualdad eos í >-jj-, cuya solución se obtiene con 

ayuda del círculo numérico (fig. 48): •—|í--f2n/c< /< + 2:rt/r. 

Retornando a la variable x, obtenemos: —~ + 2n/c<2x— 

< -f-2 nk, de donde—+ nA es la solución do 

la desigualdad (8) y, por lo tanto, la de (7). 

ejemplo 7 . Resolvamos la desigualdad 

6 son 2 x — sen x eos x — eos 2 x > 2. (9) 

solución Como 2 = 2 (sen* £ + cus 2 1), transformemos (9) a la 
forma: 

4 son 2 x — sen x eos x — 3 eos 2 x > 0. (10) 

Ya que eos 2 x ^5 0, la desigualdad (10) es equivalente al siguiente 
conjunto do sistemas: 

eos 2 i = U 1 eos 2 x >■ 0 

4scn 2 x>0' i4 tg*£ — Igx — 3>0. ^^ 

El primer sistema del conjunto (11) tiene la solución: x-~-\-nk. 

El segundo sistema de (11) es equiva¬ 
lente al siguiente sistema: 

x ^ s Y + 

(tg*-l) (l** + -f-)<0 

que a su vez es equivalente al conjunto 
de desigualdades: 

igx<tg£>l. (12) 

Sig. 49 Hallemos la solución de (12). La 

solución geométrica do la desigualdad 
tg x > 1 es la unión de los arcos abiertos MQy y NQ 3 (en la 
fig. 49 está sombreada por el interior), la solución geométrica 
de la desigualdad tg x <— es la unión de los arcos abiertos 

0,7/ y Q 3 K (sombreada por el exterior). La solución geométrica del 
conjunto (12) es la unión de cuatro arcos iU0j, rV0 3 , QyL, Q 3 K. 
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Como, o continuación, la solución geométrica del primer sistema del 
conjunto (11) es el conjunto de dos elementos {0,, 0 3 }, la solución 
geométrica del conjunto (11) es la unión de dos arcos ML y NK. 

Confeccionemos la anotación analítica del arco AIL: -T -|- 2 nk < 
< x < n — arclg -f 2nk. 

Tomando en consideración que el arco NK se obtiene del arco 
ML girando alrededor del punto O a 180°, es posible no confeccionar 
la anotación analítica del arco NK, sino que de inmediato escribir ia 
solución del conjunto de sistemas (12) en ia forma: 

+ nk < x < 3i — arctg + nlc. 

Esta es la solución de la desigualdad (9). 
ejemplo 8. Resolvamos la desigualdad 

sciix + cos-tC-^-. (Id) 

solución. Consecutivamente, leñemos 


sen x + eos * — 


q. sen 2 x->-sen xcos x— I 
sen x ' ’ sen z 


sen x eos z —eos 2 x q. eos z (sen z —eos z) ^ 


sen x 


sen z 


(lé) 


llagamos uso de lo identidad sen x — tg x eos x. En el caso 
dado, esto estrecha el campo de definición de la desigualdad, pero 
no conduce a la pérdida de raíces, ya que los valores do x con los 
que eos x — 0 no son soluciones do la desigualdad (14). 

La desigualdad (14) se transforma a la forma 


eos 2 x (tg i— 1) 
sen z 


<0 y, a continuación, 


tg * " I 
sen x 


0 . 


( 10 ) 


La desigualdad oblenida es equivalente al siguienlo conjunto do 
sislomas do desigualdades: 

" f l.g x > í 

IsenxCO <“> 

| lEa:<:1 „ ( 17 ) 

(sen x> 0. 

Resolvamos el sistema (iü). En la íig. 50 se muestra la unión de 
los arcos P0 3 y ¿V/0 L que es la solución geométrica de la desigualdad 
tg x > 1, mientras que el arco 0 2 0 o , ¡ a solución geométrica do la 
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desigualdad son a < 0. La solución geométrica del sistema (16) os 
el arco /'©a, su anotación analítica tiene el aspecto: 

1 2nlc<: x < -4^- -f- 2nk. Esta es la solución del sistema (10). 

Resolvamos el sistema (17). De la lig. 51 se deduce que su solu¬ 
ción geométrica es el conjunto de arcos Q 0 M y ©i©^ La anotación 
analítica tiene la forma: 

2ji/c < .r < ~ 2n/c: y- -)- 2n k < x < a -)- 2ji/c. 

Es decir, la solución del c-onjunln de sistemas (10) y (17) y, si¬ 
multáneamente, la solución de la igualdad (13) es la siguiente: 

—2jiA <.r < y^ + 2n/c; 2ji/r< x<Z.~ -|-2.’i/c. 
y |- 2nlt < / < ji -|- 2nk. 

En conclusión señalemos que no siempre es posible resolver un 
sistema o bien un conjunto de desigualdades trigonométricas con ayu¬ 




da del círculo numérico. I’, ej., así sucede en aquellos casos cuando 
el mínimo común múltiplo de los periodos fundamentales de todas 
las funciones que entran en las desigualdades que componen el sis- 
lema o conjunto dado, es mayor que la longitud del círculo numé¬ 
rico, es decir, mayor que 2n. En semejantes casos, en lugar del cir¬ 
culo numérico se lince uso de la recta numérica. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes desigualdades más sencillas: 
lfiO'i. t) sen x > —2) cus x < ^ J* ; ,3) tg.r^——- 
A) c tg r <C — i. 


2 


3 
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1G05. 1) sen x < —; 2) cosx > — 0,7; 3) lgx<5; 4) clgx >—--A 

•} '\ 

Hesuelvan ios siguientes sistemas de desigualdades: 

Í sen x < 4- ( /í 

1G07-Í i se,lr> 2~ 

eos x < ■“. 

f . /5 

101». r"* < ,¿ 1«». < . /3 

ltg*>-/3. . 

scm>4- f _ 3 

1 GUI. j 1611. J cüS *■" g" 

COS X < —r~ . Ug*<3. 

t) 

.012. {"“*<4 1013. 

lele *<2. Wx^n.3. 

Hesuelvan los siguientes conjuntos de desigualdades: 

2 f 

1014. senx> -r- ; cosx<0. 1015. cosx< — ; Ig 3 >—3,5. 
o ¿ 

1010. sen x <—; clgx<7. 1017. Ig x < ; clg x < \ r 2. 


Hesuelvan las siguientes desigualdades: 

1018. cus** > -y ■ 1019. /ásen 2i-|-eos2x < 1 . 

1020. eos3x-|-/ásen3z<—/S. 1021. eos2x-|-cosx>0. 

1022. | C ° 5 ' r ., ■ < O. 1023. sen 3x > eos 3x. 

1 Icos 2* 

1024. tgx-|-3ctgx—4>0. 1020. sen 1 *— c««*x—3sen * 1 2*. 0 
1020 . 2sei» 3 -^- + cos2r<H. 

1027. Ig 3 x 3 > 3 ig x -|- tg 3 *■ 1028. ^ <0. 

sen 3t -|- eos 3x 

1029. 5 sen 3 x—3 sen x eos x — 30 eos* * > O. 

1030. 2 sen 2 * — 4 sen x eos x -j-9 eos 2 x > 0. 

1631. eos 2 x-¡-3 sen 1 *+2 /§ sen x eosx < 1- 

1632. 3 sen 2 x-¡-scn2i — eos 2 x> 2. 1633. /3cos _2 *<4 Igj. 

1634. sen 4x-(-cos 4x clg 2x > 1. 1G35. 2-f Ig 2x —ctg 2z < 0 

1630. 2 cosx (cosx— /8 Ig x) < 5. 10.17. sen T-j-cos.r <—-—. 

1638. sen 6 x-|-eos 0 x < . 1639. ctg x -|—> 0. 

10 ° cosx — 2 


eos x 
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1640. eos’ 2x-|-cos* i ^¡¡ 1. 1641. 8 sen 3 -y-j-3 sen x —4>0. 


1642. ícur 1-cosí> V^Üeos2x. 1643. tg xH-tg2-c-J-tg 3-r >0. 

1644. eos 2t eos 5 x <Z eos 3r. 

1645. sen 2 j sen 3i—eos 2.r eos 3.r ;> sen 10 x. 

1646. clgx + clg (x+y )+2ctg (x + yj>0. 

1647. 2.sen 1 !—sen r-|-sen 3x < 1. 

1648. 4 sen x sen 2x sen 3x > sen 4*. 

ic2 p 4 

1049. - '"- f > 3tg x. 1650. 3cos J xscnx—sen J x < — . 
eos 5 x ¿ 

1651. ¡ 3 1 ». 

eos *-1-2 eos* * — I 

Ilesuelvan la« siguientes síslcmas de desigualdades: 


ít os r < 1 • 

1032. ^ 3 _ „ 1033. 

sen — x > 11 . 


x l 
sen y < y 

cos 2x > —y 


§ 7. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 

ejemplo i. Resolvamos la ecuación 

sen 4 x + eos 4 x = a. (1) 

solución. Empleando la fórmula de reducción de la potencia, 
o b leñemos; 

y, seguidamente, 

eos* 2 x = 2n — 1. (2) 

Hallemos los valores de control del parámetro (véase la pág. 18(1). 
Eu nuestro caso, ellos son aquellos valores del parámetro con los 
que el segundo miembro de la ecuación es igual a 0 o bien a í (si 
2a — 1 <_ U o bien 2a — 1 > 1, la ecuación no tiene soluciones). 

Si 2 a —1=0, a = y; si 2a —1 = 1, a= l. 

Así, pues, examinemos la ecuación (2) en cada uno do los 

cinco casos siguientes: 1) a< y! 2) a= j| 3) y < a <11 

4) « = I, . r >) n>l. 

i) Si <¿<y, 2« — 1 <0 y la ecuación (2) no tiene raíces. 
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2) Si a = ~, la ecuación (2) loma la forma eos 2 2 j — 0, do 
donde hallamos x — 

3) >Si y<a<l, 0<2a—1<1. Transformemos la ecuación 
(2) a la forma: 1 í^ os ,x . =2 a — 1 y, a continuación, eos 4x — 

= 4a —3. Como en el caso que analizamos -—<;«< 1, 2<4«<C 

<4 y, entonces, —l<4a—3<1. O sea, la ecuación eos 4x — 
— 4(7 — 3 liene la solución 4x = ± árceos (4a — 3) 2nk, de donde 

x = ± i árceos (4a — 3)-f —■ k. (3) 

4) Si a = l, la ecuación (2) loma la forma eos-2/ = I, De és¬ 
ta, hallamos x = ~k. 

¿ 

5) Si a > 1, 2a — i > 1 y la ecuación (2) no liene ratees. 
Señalemos que si a = |o bien a = 1, la solución también puede 

ser escrita en la forma (3). 

nESULTADO. 1) si a<y¡ a>l, no hay raíces; 

2) si ^ a ^ 1, x = ± árceos (4a — 3) -|- ~ k. 

aiHMi-u) 2 . Hcsolvamos la ocuacióu 
(a — 1) son 2 x — 2 (a + i) sen x + 2 a — i = 0. (4) 

solución. Hagamos y — sen x, entonces la ecuación (4) toma la 
forma 

(a — 1) y 1 — 2 (a -|- 1) y -(- 2a — l = 0. (5) 

El primer valor de control del parámetro a será a — I que reduce 
a coro el coeficiente de y 3 . 

Con a = 1 la ecuación (5) toma la forma —4 y -(- I = U, do 
donde hallamos y = osea, son x — -^-y, por lo tanto, 

x = ( — 1) fc aresen 4- T nfc. 

Examinemos ahora el caso cuando a =/= 1. Hallemos el discrimi¬ 
nante de la ecuación (5). Tenemos: ~ = (a l) 2 — (« — 1) x 
X (2íi — 1) = — a 2 -f- 5«. 
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Los segundos valores de control del parámetro a serán aquellos 
valores con los que D = 0. Éstos corresponderá» a los valores a — 
= 0, a - Señalemos que Ü<0sia<;üo bien a > 5 y O > 0 
si 0 < a 5. 

Así, pues, necesitamos considerar la ecuación (S) en cada uno 
{0 ^ ^ f> a > 5. 
de los cosos: (7 •<; 0; | ^ ^ ; 


Si a < 0 o bien a > 5, la ecuación (!>) no tiene raíces. 

1 0 < a < f. , , 

Jin el caso { . la ecuación cuadrática Lene las raíces 

reales 


n | I :b 1 !Vt -« ; 
J '-* -n — I 


Como ii = sen x, deben cumplirse las siguientes desigualdades: 
-1 < i/, < 1, -1 < y* < 1. _ 

lis fácil advertir que y, — n 1 ' ^ - satisface la desi¬ 

gualdad doble — 1 ^ ij í sí 1 sólo con a = 0. En efecto, si a = 0, 
y - — 1, si a > 0, | a + 1 | > | « — 1 | y, más aún, | a -|- 1 + 

4- Y r>rt..i 2 I > I a — 1 |, es decir, | y, 1 > 1. 

Si o = 0, la ecuación sen x — y, toma la forma sen x — —1, do 

donde linllamos x = 4* 2 nli. 

Aluna, hemos de buscar los valores del parámetro a (del conjunto 
que consideramos I 0 ^ a ^ ñ), los que satisfacen el sistema do 

i a 1 

desigualdades — i < y 2 ^ 1, es decir, el sistema 


a -|- I — | ' 5n — n* . _. 

n -'_" (G) 

n |-l - l'fw-rt 2 ^ , 


A su ver, el sistema (ü) es equivalente al siguiente conjunto do 
sistemas de desigualdades: 


a - 1 > 0 

a 1 — yfta — u 2 > í — a\ 
a -|-1 — Y ño — o* ^ a — 1 


o— 1 < 0 

. « i — \¡ 5o — d l 1 — a 
a 4 1 — j/’ña— a 2 > a— 1. 


(?) 
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Resolvamos el primer sislcnm del conjunto (7). Tenernos: 


í<i> 1 



|/5 a — a 2 2 a y, u continuación, 

V5^>2 

de donde hallamos 

Resolvamos el segundo sislema del conjunto (7). Tenemos: 

a «<7 1 

]/5a— a 2 ^ 2a y, seguidamente, (ya quo a ^ 0) fja — n* Ss 4n 2 

< 2 < 4. 

de donde hallamos 0^a< l. 

Así, pues, el conjunto de sistemas’(7) y, por consiguiente, el sis¬ 
tema (G) también, tienen las soluciones: U^aCl; 1 < a cC 4. 
Esto quiere 

la ecuación 

U^l 


dócil 1 que en el conjunto 


sen x 


a | l — |/&i — a- 
a — 1 


(3) 


|0<a<4 

sólo tiene solución en el caso cuando j Dicha solución 

es la siguiente: x = (— l)' 1 aresen * 1 ^ Seña lomos 

que esta anotación asimismo contiene el caso considerado si a— U. 

Si 4 < a ^ 5, la ecuación (8) y, junto con ella la (4), no tienen 
raíces. 

nnsm-TAUO: 1) si « 1. .»=(—J) fc aresen —-|-hA. 

(0<asj4 , „ -i_ i — „* . 

2) si | , » x — (— 1 )'* aresen--fn/c; 


(■0 


{a 1 ' ' " 1 

3) si a < 0; a > 4, la ecuación (4) no tiene raíces. 
v',.i cmi’lo 3. Resolvamos la ecuación 


eos (a -|- x) ■ 


eos íl 
cas X 


solución. Multiplicando ambos miembros de la ecuación (!!) poi¬ 
cos x, obtenemos: eos x eos (a -f- x) — eos a y, más adelante, 

eos (x -(- a + x) -1- eos (x — a — x) = 2 eos a, 

os decir, 

eos (2x T «1 = eos a. (Ri) 
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De l:i ecuación (10) hallamos: 

x = n/c; x = — a + nlc. (U) 

vinificación. En el proceso do resolución de la ocuación (9) hemos 
multiplicado sus dos miembros por eos x, lo que condujo a la am¬ 
pliación del campo de definición do la ecuación y, por lo tanto, pudo 
llevar a la aparición do raíces ajenas. Del conjunto hallado do fami¬ 
lias do soluciones de (10), elijamos aquellas familias que son la so¬ 
lución de la ecuación (9). Con esle fin, eliminamos del conjunto 
do familias (II) los valores de x con los que cosx = 0, es decir, 

los valores de x — -|- nn. Es evidente que las familias x = nk y 

x = Y I' nn 1,0 se cruzan. Suponiendo, a continuación, que 

— «4-ji/c — y-l nn, hallamos a — í — 2/c -f- 2n). Esto significa 
que Ja familia x = n/c es la solución de (9) sólo con los valores do 
" ^ T ( 2,í — 2k — 1) o bien, con brevedad, a (2l — 1), donde 
/ = /t — 4-(/ = 0; ± 1; ± 2 -, ...). 

UESULTADO: 1) si (I = -J-(2/— t), X^Jt/c; 

2) si a =?£= ~ {21 — 1), x — nk; x— — a-f nlc. 
isjbmi'Lo i. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


Í seu x eos y — o 2 
son j/cosx = a. 

sm.iuuON. Sustituyendo la primera ecuación del sistema (12) por 
la suma y la segunda, por la diferencia de la primera y segunda ecua¬ 
ciones, obtenemos un sistema equivalente al (12): 


I sen x. eos // -|- sen y eos x = a 7 -\- a \ sen (x -|- y) = a 7 -f a 

i sen x c os y — sen y eos x = « z — « (sen (x — y) = a 2 —a. 

(13) 

Es evidente que el sistema (13) tiene soluciones cuando el pará¬ 
metro a satisface los siguientes sistemas de desigualdades: 

j|a 2 + 2¡<l 

i|rt 2 —o| < 1. 


(14) 
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El sistema (14) es equivalente a semejante sistema: 


a? + a < 1 
a 1 + o > -1 
a 2 — a ^ 1 
a z —a ^ — 1 


o bien 


a z + a — 1 0 

a z + a - 1 - 1 0 

n 2 -a-i <C 0 

1 > 0 . 


( 15 ) 


La segunda y cuarta desigualdades de (15) se realizan ron toda o, 
ya que los trinomios de segundo orden, contenidos en los primeros 
miembros de dichas desigualdades, tienen discriminante negativo y 
coeficiente mayor positivo. O sea, el sistema (15) es equivalente al 
siguiente sistema: 


a z + n- t < 0 
n z -a -1 <0 


que al resolverlo, bailamos: 


l'5-t 

2 




< 


l'5-l 

2 


Sólo con estos valores del parámetro a tiene solución el siste¬ 
ma (13). 

Así, pues, —< a sS . Del sistema (13) obte¬ 

nemos: 

fx + y — ( —1)'' aresen (a z -\-a)-\-nk, 
lx —!/ — (— 1)” mesen (a z —a) -f nn 
y, a continuación, 

! x -=4-(( — l)' 1 mesen (a 2 -|- a) -|-( — 1)" aresen (a 2 — a)-l- nk-\-nn), 
J/= !•(( — I)' 1 aresen (a 2 -!-«) — ( — 1)” aresen {a z — a) + nli — 7w). 

KGSUivrADo: 1) si a<. - — °, ¿ * , fl > ° 2 * . 110 hay solu¬ 


ciones; 

2) si — 1 a |/5 2 ~* , entonces 



+ ») 

2 

c — — ») 

2 


> 


donde a = (—l) ft aresen (a 2 + a), p = (—i) n aresen (n 2 — a). 
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ejemplo 5 Resolvamos la desigualdad 

lg x ctg x ^ a. (10) 

solución Transformemos la desigualdad (16) a la forma 


eos I 


eos x , i . sen a x+ eos 5 * 

^ a y, después, - . ■ . ^ a 


sen x 


eos x sen x 


o sea, 


sen . 


< a. 


(17) 


llagamos y = sen 2x. Enlonces, (17) lomará la forma — ^ a y el 
problema se reduce a resolver el siguiente sistema do desigualdades: 

( JULzJl ■> n 

es decir, \ y ^ ( 18 ) 

1 1/<1. I — 1 1. 


í— SC a 

y 


Señalemos que a — Ü es el valor de control del parámetro a. Asi, 
pues, tenemos que analizar tres casos: 1) a = 0; 2) a > 0; 3) a < 0. 


1) SÍ u — 0, el sistema (18) loma la forma 
donde bailamos — í y< 0. 


—=*>0 
y 


de 


2) Si «>-0, eI sistema (18) transforma a la forma 
de donde luí laníos: 

íj/<0, j/>4 

1- 


-i >0 


y 


•(<!/< 1. 


(19) 


Aquí, el valor de control del parámetro es a = 2, por lo que hay 

que considerar tres casos: a) 0 <' a < 2; b) a = 2; c) a > 2. 

•) 

a) Si U < « < 2, — > 1 y el sistema (19) tiene la siguiente solu¬ 
ción: — 1 .<£. y < 0, 

b) si a - 2, el sistema (19) tiene la siguiente solución: 

~l < y <U; y - 1; 

c) si a ;> 2, el sistema (19) tiene Ja siguiente solución: 


2 
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3) Si (i<U, el sistema (18) se transforma asi 


y, a continuación, 


T<*<° 
.-*<9 0 . 


T 


’ 5;— 


O 


( 20 ) 


Aquí, el valor de control del parámetro es a — —2. Por esta 
causa hay que analizar tres casos: a) a < —2; b) a — —2; c) —2 •< 
< a < Ó. 

2 

a) Cuando «<—a tenemos — >—1 y del sistema (20) ha¬ 
llamos ^ í/< 0. 

b) En el cnso n — 2 del sisLcmn (20) hallamos - 1 «S- ;/ < 0. 

c) l’or fin, cuando —2 < « < O Lonouios < —1 y el siste¬ 
ma (20) ofrece la siguiente solución: —1 < y < 0. 



Fig. 52 



Resumiendo, obtenemos la siguiente solución del sistema (18): 

1) si a<~2, ~ < y < 0; 

2) si -2 < a < 2, —i < y < 0; 

3) si a = 2, —1 < y < 0; y — J; 

4} si a > 2, -1 < y < 0; \ < y < 1. 

Como i/ = sen 2i, obtenemos: 

1. Si n< — 2, ^ sen 2x^0, de donde (fig.52) 

2nA: -|- aresen ~ ^ 2x < 2nk, 


2nk n < 2x ^2 n -f aresen ( 


10* 
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por lo lanío, 

n/c + - ^ mesen -f n/c; ji/c 4 - -i- arcsen ~ < x < «A. 

2. Si — 2s^«<2, — 1^scii2x<0, de donde 

2n/c—n < 2x < 2«A, 

por lo que n/c — -y < x < jiA. 

3. Si a --2, del sistema de desigualdades — 1 ^ sen 2z <0, 

obleñemos- n/c — <x<n/c y de la ecuación sen 2x=l halla¬ 

mos: 

x = -í- -j- n/c. 

4 

4. Si rt ;> 2, del sistema de desigualdades — 1 <1 sen 2x < 0, 
hallamos {como más arriba) n/c— -y <x-<n/c y del sistema 

— < sen 2x C 1, tenemos (fig. 33): 

Ü 

2 2 

2u/c -I- mesen — < 2x ^ n— árese»-f-2n/c, 

<i a 

do donde ji/c 4- 4- arcsen —4-a- mesen —-I -n/c. 

hesul'iaihj 1) si a < —2, n/c -f- 2L <x ^ —a + n/c; n/c -(- 

-|- a < x < n/c; 

2) sí — 2 ^ « < 2, n/c— -|-< x < n/c; 3) si « — 2, n/c— y < 

<x< «A, x - ~ + n/c; 4) si «>2, n/c— -y < x< n/c; n/c + a< 

1 2 

x —a H n/c, donde a = -y mesen 

EJERCICIOS 

Resuelvan las ecuaciones: 

165-4- cos2x—ros 4x arasen x. 

1655. 12 sen z + 4 |/‘5 eos {n+x) = a 1^3- 

a 

1C5C. sen(x—a)atseu x -| sena. 1657. sen (a x)-| sen x = eos — . 

1658. a (sen z -|- eos x) 2 = l> eos 2i. 

1609. (a— 1) eos r-Ha-H) sen * = 2a. 

1601). sen (x-|-o) + cos(x+a)=scu (x — a)-|-co9 lx— a). 
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1601. 1 -|-sen* ar = eos x. 1GC2. sen" r-|-eos* r=a. 

1063. sel)* j + cos* T-|-sen 2r -|-a = 0 1604. lg *+ lg a+ 1 -- lg r tg a 

166lj. a eos* 4 ¿ — (a + 26) sen* = a eos x — b sen x. 1666. = 0. 

1607. sen 3.r=a sen x. 1668. eos 3r = o eos x. 


1669. 2 eos (o -|-r) 


1670. sen (*+«)=- 


1671. eos x —sen a2 eos 3* sen (a—3-0 = 6. 

1672. a’ — 2nd-r—^—¡—r = <>. 1073. sen x + 2 eos nx = 3. 

eos* n (a+*) 

1674. scn*x-f 4sen*+a = 0. 1675. eos* x— 3 eos r-)-n = 0. 

1670. sen 4 x —2cos* *+«*=<). 1677. ^'x-l i ^ ' 

1G78. lg 2 x -|- lg (n + .r) tg (a — x) = 0. 

1679. lg*.r —21|'fflg.T-|-t-n. 1681». sen* Ir x -|-2f<« *~a. 

1681. sena lg* * —2 eos a lg *-(-1 =0. 

1682. arclg o—arctg " ^ | = arclg r. 

1G83. arctg—í—— arclg —i-j-=nrclg a. 

1684. sen 3* -(-sen 2x = a sen*. 

1685. (sen * + eos x) sen 2x — a (sen* * -|- eos* *). 

1686. sen* * —sen reos * —2 eos* * = a. 
nesuclvan los sistemas de ecuaciones: 

|sen *+8oi«i/-a 1Gg8 . /«**-*«»*“ 

\x-\-y = b. \x + y = b. 


1687. (*"*+? 
l* + y = 6. 

1089. ( SP ' ,XSC ” 1 
(*+»=&. 


rsenrsen^a , 
\x+v—b. 

(691. /«n**-scn* ¥ — 
\*-(-y = b. 

1693. /««''«•»-*• 
(eos x sen y— a. 


f sen reos y = 2a )( . 
(eos*sen y = a. 

1695. {“"*eo»2,-«*+i 
(cosr sen ¿y = a. 


!690. ;•»««»-- 
(r-|- 9 =b. 

1092. i*"*" 1 »-* 
(eos * eos y = 3a. 

1694. (•«**+?« — 
(r-|-y=6. 


{l(c 


x — y = a 

2(cos 2x-|-C03 2</) = l +4 cos*(x —y), 
sen x-|-seii y = a 


697. (*"*+“«»-• 

(sen x sen y = —2a*. 

Resuelvan los siguientes desigualdades: 


,r,OR H-senr 1-sen* J+ sp,tJ J. l ~ scnx , 

1 — eos X H- eos X ^ * 1 + eos i l — eos I 


1700. eos x — 



Soluciones 


I. (a —l)(.i-|-l)(** -H1) 2. (a —1)(«-J-1) («* + a + 1)(a*—«H-l) 3. (« 2 +l)X 

Xfa’-M Í^ÍÍH-i) («*•—« 1-^3-1-1). 4. (a-3)*(«+3)*. 5. (n-l) 2 (<i-|- 1 ) 2 (« 2 -|- 
+ « + 0*('i*-»-|-l) 1 . O- (o— 1} («•* + 1) (o* + o + 1). 7. (a — 1) (a-|-1) 3 . «. (. 1 - 
-fc + r) («-I- h-c) ( —ii-|- b -|-c) (a+ * + <)■ 9. lo s -|-flí»H-&*) (« 2 — ab -(- b*). 

1U. (a-|-1)(a-l)(.i 2 -|-5). 11. {«* + l)(4«*+1). 12. (c— 1) (c-|- 11 (c 2 — oh). 
13. (fl*-|-firt-hl«) (•«* — D.i+18). 14. (u*-fu + l)(a*-a + l)- 15. (n l -J-«-|-1) X 
X(n 2 -«-|-l)(a 2 + « |/’3-f-l) («*—«» /’S+IJ. ll¡. (<J*-H)"(2a* + a + 2). l7.(a-(- 
+ l / 2)(a-/2)<flH-3a + 0). 18. a(a-|-1)( a «-|-«+7). 19. («-1) (a* + l) 

20. (<i-|- 26) (25 — c) (<i— í). 21. (n-|-5) (5r) (e-|-a). 22. (a-2c) X 

X(¿-2c) (« + »/). 23. n (u — 1) (a-(-1) (n — 2) (a + 2) (<i — 3) (« -|-3). 24. 5a5(a-(- 

+ 5) (a 2 -f-.i5-|-5 2 ) 25. (.i — 5) (5 — c) (e — a) {ab 5c-|- ca). 20. (5 + c) (2a - b) X 

X (2a -f c) (2a -|-b -r) 27. 3 (a -|- b) (b e) (c + .i). 28. (a* + a / 0 + 3) (<i 3 - 

— aY ü-|-3). 29. (« 2 + a/» |^4-í» 2 )(a 1 — al> | / 2 + 6*). 30. (a-l)(a+3) 2 . 

31. (a 2 -f- 3a -)-1) ! 32. i«+2)(a + 6)(a*-f8a + 10). 33. (3a* + 4«-l) (3a*+2a-M). 
34. (a — ¿i) (/. — e) (a — e) o -J-c). 35. 3 (a — 5) (b — c)(c — a). 30. 3(a-|-r)(a — 

— c) (a* + 5 2 ) (li* + c*). 37. (n 2 — ab~ 5 2 ) (n 2 -|-3a5-f b 1 ). 38. (a + 5 + c) (a5-|- 
+ f»H ac). 39. ú-f-5+c)(«+5-c)(a-5-(-c)(rt-¿-c). 40.{a + l)(a 2 -|-«-|- 

-|-1) (a 2 -n-(- 1J 41. («*-(-# -(-!)*• 42. (a + 5)»<« 2 -4a5—5*). 43. (a 2 + a /2 + 
-í- 1) (n* -a ^2 |-2). 44. (a*-|-a-| 1) (n*-a’-|-n*-fl< 1 ). 48. Con a^ 


= 1. 51. 

2.1 2 -|- 3 


5.i |-4 


:>ü. 


Gü. 


CG. 


3ii a — 3 ' 
5 

a (« -)- 5) 

1 

«-I-i * 


l-o-M , 
r .. 5a 2 -35 
5(>. 


52. 


(>l. 


07.. 


«* + 2 
n 

2a' 


«* + 1 

o + l 

57. 


03. 


1 


a 5 -/. 2 • 
02. 2a. 03. 


« 2 - 1 
a- — 2n :l + 4 
58. lüfl “ 


I — (!>•' 

(« + 5 + c) 2 
20c 


54. 


59. 


a 2 —4 

a 2 + 5 * 
32 


I — o« • 
04. 0. 03. 0. 


75. g. 97. 6’„= t 


(i* - 105» 

II 


08. 0. 09. n-(-!>+ c. 70. (a -|- 5) (5 + c) (c + a). 


98. S„ = -_ 


On-l-l 
122. 10. 123. — J'íy 


2 a -(-1 

101. .S’ n -=(-ir l 


3n+l 

n(».-|- 1) 


99. S n = 


4 ii + l 


120. 39. 121. 


. 1ÜÜ. = 
50 /IÓ-f-12 


124. 4- si 
b 


125. ,H-fc m ,t >0 i b > U y 


— 1 sí 5 sí í 
a (a + 5) 


b si b <—1; 5 >1. 
si a<0 y (• < 0. 120. 2+ /.+ 


127. |' r 2— I. 123. 3 129. \f~¿. $30. {/Ü-l- l)t 2. 131.14-/2. 132 /3 — 

/í-i «íttfi. «. i+toj a.. 

*. O 



Soluciones 


1 225+ V\ñ + Vví ,y2 \Yi + /§> ,/i <i + /s-/j) 

g • • 2 ' ’ 4 


V 21 — /15- /14+ / U> 


2 — i 8 


142. — / /2 +1/3 (/2-/3) (4+2 /9+3 /3)- 143. 1+/2. 144. Cierto. 
145. Cierto. 140. Cierto. 147. Cierto. 148. Cierto. 149. Cierto 150. Cierto. 

151. Cierto. ICO. 161. 2. 162. /m-/ñ. 1G3. — 1 si 0 < a < 1; 

(/l—a' + l) 1 s¡ _ t < a< o_ 1 U 4 , |/"(m—«)*• 163. a + b. 160. 4 /a- 
a 1 _ _ 

107. ]/-!. 168. !69. T^r- ,7 ‘- 1 l72 - -» *• 


173. 1. 174. (I. 175. 


«76. 177 

»■«+! *> 


178 +- 


179. 11 — 1 si u>— 1, a (I, a =£ l y 1— « si a< — 1. 180. 2a, 181. J/ — . 

182. n) 0; b) 3; c) -1. 183. n) ; b) 77 ==-. «84. n) 24; b) 89t>; 

,•9 y 125 

185. 0. 18G. a) log, 12; b) y. 187. a) 0; b) 0; 188. 3.007(1. 189. ^^-¡y • 

190. i*=±. 191. * . 192. * 93 * T- í!,/ ‘- a V h a~ 2 • 

195. 190. ^±f. «97. 198. 199. I. 

a —0 + 1 ¿a + b />7 11 

2U7. íog» b. 208. lugo b. 200. n + b. 21(1. 211. — n SÍ 0 <. a < 1; 

a — 2 si a > 1 . 212 . log„b si a > 1 y b > 1 ó si 0 < n < 1 y 0 < l> < 1 . 213. 
0 si <« > 1 y & > 1 ó si 0 < a < 1 y O < l> < 1 ; — 2 (log;, a + log,, fe) si a > 1 
v ü < b < 1 6 si 0 < a < 1 y fe > i. 214. lug„ fe. 215. 2 si 1 < a-£ b; 2 log a b 
si 1 < b < a. 200. o > b. 270. a < b. 271. n > 6 . 272. a < b. 273 a > b. 274. 
a > I.. 275. a < b. 270. n) a = b; b) n = b. 277. n) <1 > fe; 1» .1 < b. 278 
o) a '> b; b) a > b. 279. a > b. 280 « < b. 281. « < b. 282. a < b. 283. a < b. 
284. d < b < a < c. 295. Sí. 290. No. 297. No. 298. Sí 299. Sí. 300. No. 301. 
Si. 302. Sí. 303. Sí. 304. No. 305. Si. 300. Sí. 307. No. 308. No. 309. Si 
310. No. 311. No. 312. No. 313. No. 314. 4. 315. 0 . ; -2 310. 13. 317. 5; 
-2. 318. 9. 319. 8 . 320. 0. 321. 6 . 322. 2; 34. 323. 4. 324. 3 323. 4. 320. 8 . 


327. 5. 328. 329. 3; 4. 330. 3. 331. 1; — 1; i; 332. 2, -2; 

O 

H-¿ /3; 1 - 1 / 3 ; -l + í/3; -i-i/3. 333. /2 + i/2; /2- 

-i /2; -/2+(/2; — /Ü—i/2. 334. i; -i; ’’ 3 — . 1 3 ~‘ , 

4+-; *». l: ~ < + ‘ / + 336. -I, 3. 

z ¿ ¿ ¿ 


/3 + í 


-V3+Í 


— /3—t 
2 


335. 1; 


— 1 + £ /7 


3. 337. -1; -3; -5; 338. -y; -|; 3. 339. 1; 2; 5, y 340. - 


-3+ í /3; —3 —í /3. 341. t; 2; 


-1+1/3. -1-íJ 3 


342 3: 




29G 


Soluciones 


-3; -A; i /5; -i VI. 343. -I; ~^ iS ; ■ " V~ 1 1/15 . Mií _ 1; 

3; -L. «5. 4. *±j/™ . *=£/» ^ 2; _ 2; ; _3_^i 

M. -i; . 3<8 . i/ 1 ; -L£L 1+2¡ . 

:i/,ü. 2 ; - 2 ; 2 ,; — 2 !; j£Í±U^L , _£!ziÍj£L ; ~ /S+* V* . 

m2; 3 ;i±^l : ^4±Í. 35,. 3; ,/Fe; 

I- | T-- 352. 2; -i; M ~ 2 ‘ |/l¡ ; ¿ . - - g i f* . 353 . t; 0; _i ; _ 2; 354 . 0 ; 

3 *. ,; 2; J1±U£E; *=±pL . 330. 

2. | + .; l-i; JZl+U£l; ^ I+V 2 I . 3 -/2? . 

3-| / /Í7 3 -í /Tí" ,. ... —, í /Jñ " -i-i /15 

2 ■ —J 2 • J ^ 8 ' “ 3 * 2l - 2 - ; - 2 -• 

•un -H /« . -5-/13 . — 5 + « /3 . —5 —í /3 ... 1 

2 ' 2 ' - 2 1 - 2 -■ 3G0 - —2 ' 

5 . -7 + 2i /g -7-2, /2 II íl . 10+í /7 Í0-í/7 

4 ’ 8 ' 8 • *“• 2 ’ T ’ ' 2 1 - 2 -• 

352. —3; -5. -4 + i /?; -4-j /?. 303. —i ; Í±i; . 3 G4. 1; 

I . ll!r . I 3 + 2/7 . 3-2/7 ...... ] -l + ¿ — I — i 

J,,,. - T ,-3UI,.- T ;— 

3ü7. 3 ; 4 i_ í- 3(18. 0.3; 0,4; 0.5. 309.1; 370. -3; 

3 |-» /» 3-1 /«3 5 . — 1+i /7 . — I —I /7 ..... 7 

4 ' 4 • J7 ‘- T '- 2 -•- 2 -• ilL T ’ 

-2-1-31 /« . -3-3, /3 I.-1+/7. -1-/7 

4 1 4-• 37X T ’ - 2 - 1 -• m ' 2; 

I . 1 + 1 V~i l-« /3 1 . - 11 - 1-/105 -11-/105 

•) » ^ 1 ) • o/*í. »i 2 » ^ 1 ‘ ' ^ . 

370. ~ 3H 8 7 7. 2; 0; -3-W/38 . /g5 . 

3+/¿ 3-/5 . -1 + 1 /3 . -l-i/3 . 

- 2 —• - 2 —* - 2 - ' - 2 -' 37ü ' 1 ‘ 2f; 2 ‘* 

_-3 + , /TI -3-i /IT M , , -3+/17 -3-/T? 

2 . 2 • 38ü ‘ — 1 • 2 -• - i -' 

ai. - . 2±¡pL: ^ip-. ». *+, Vh - 2 + 

+ 1 /5; - 2-i /§. 3S3. -I; 9; f,+ ^ U - ; 5 ~ ^ luG . 384. 0; -i. 


V'? V‘> 17 

-I—38G. 4; — 4; 337. 3; — 



Soluciones 


388. J-oo;-!]. 389.]-°°; 390. 


3+ V ri. 3— v'l . •■>-i -í r’T" 
2 1 2 • 2 


3—i V 11 


. 3»l. l+/2¡ 1-/2; 1+ K6; 1-/6. 392.1; 


— 3-1- /l7 


393. -/2;l-/5. 394. ~ 5 +^' 113 . 395.0. 390. —2; O 397.-3; 
-2; 0; 1. 396. 1-1; 0|. 399. -y; . <00. [2; <*>|. <01. i ; 

i-, /,02. II; 2¡. <03. 1; 4J-. <0<. -J-■ <05. 2; ~ . <00. -2 <07. ]-°°; 

¿ ¿ ¿ O 

A ....n r * AH A >AA ^ MU «I. O. / ( | | J 


—2)UI^; oo|. 408. —2. 409. —. 410. -3; 2; 


<12. 1— oo; — 3)U|3; oo[. <13. 1-3; — 21 U12; 3]. <l<- 2. <15. --4,-’— . 
<1(1. <17. -y; ~ \ 2. <18. (-<; -<). ( —G; -2). 419. (-<; -5), 

(5; <). <20. (2; -5), (-<; 3).(l +2 j . ( 1-2 1'3, 

<21. (1; 1), ( ~ 5 +/ llÜ ; (±a=vm. 

<22. (<; 1), (-2 + 2. 1/3; --(-2-2. |'3, -y-< -3 -). 
<23. (2; 0). (0; -2). 424. (1; 1; 1). (7; -3; -I). 423. (3; I. 2), (y ; ; 

ji). <26. (A ; 3) , (-y;-3). (I; 2). {-I; -2), <27. (1.2), 

(--<28. (1; I). (3; 2), (-1; -1), (-11, -7) 429. (1, I; 1), 

(-2; -2; -2). <30. (0; 0), «; 2). (-2; -<). <31. (1, 0) <32. (3, 1), 

(3; -«). (-4;-^), (-4*-t)- m * 1 * > & 

— i/2), (3 |/2; -|/2), (-3 |'2; | 2). [CK. (3; 2), (I; 4), (-3; -<). (-5; 

-»• »-(t4).(^t). HUr). (-4.-4). 

<30. (o-, -14), (o; , (1. 1). (-1; -1)- <37. (.i; I). (-3; —i). 

/ i< |/Too < i /; Í0Ó ^ i -1 <ym — < i'ToTi \ , OÜ /. 3 

1“53 ’ 53 / ’ \ 53 J 53 _ J ' V' l'j ’ 

, e , (-»?; J ,?). 

( J r. J r t ). (-•?'*■ (*f< 

— ~T~)» (— m - U;2) ’ ( ~ J; ~ 2h i¿> ~' 1 
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Soluciones 


444. (2; 3), (-2; -3), (3; 2), (-3; -2). 445. (2; 3), (3; 2). ( -l + ¿ )'3 ; 


3. I ' 


— 1 — i |'3; 


H. ( 

3 3í |'3 


3 3t |/3 


n. ( 


-1 + Í|'3) . (~f—. 440.(0,0), (K7; 


( 


— J *")•(! í , '._-ri9), (-1/19; Y 19), (2. 3), ( — 2; —3). (3; 2), (-3; -2). 
447. ( 1 1M 2 ‘ r¿ ; | / 2-|-¡| / 2), ( |/2 ~ ¿ 1/2 ; 2—*1/5), 

2 ; -2-1-, |/á) , ( ; —2 —i |/á) , (2; 1) (-2; 

-1), ( 2,, i) (-2., -i). 448. (3; 1). (1; 3). (-1; -3), (-3; -l). 

449. (3; ¿) (-2; -3). (0; 0). 450. (0; 0). (3; 2), (-4; -12). 

451. (3; 5.1, (5, 31. (-5-1-2, |'2; - 5-2, \' T ¿), (-5-21 |/2; -5 + 2¡ ]'2). 

452. (2; 3), ( I, 2.1, (-2-1-1-'7; —2— |'7), ( — 2— 1^7; -2-|- |/7). 453. (-2; 

3U3-.-B ^£L), 

ní+jill), «. W: ,, (^+¿5; =5^), (=5^11, 

(-T-/ J B Í; --T+/Tr)- «7. (2; 3), <3; 2). «MI; «. » 

1). (-1: —5), (-5; -1). 459. (2; 1). (i; 2). 400. (2; 1), (1; 2), (-2; -1), 
(-1, -2), (ii, 0). 4ÜL (2; -1), (-2; 1), (1; -2). (-1; 2). 402. (3; 1). 

( — i; —3), (í 13; -I 13). 403. (1; 2; -1), (-1; -2; 1). 404. (1; 2; -1), 

(* 4 * 4 - 4 ). (-* 4 =-* 4 > 4 )- 

405. (2, 1, UJ. (— 2; -1; 0). 400. (0; 0¡ 0), (I; i; 1). (0; Yt\ I/2), (U; 

-VI -| 2), (y 2; J/Í), (-Y2; o, -|'2). (Y 2; |/2; 0). (-|/2; 

-(■'2; (!) 107. (1; 2; 3). (1; 4;1). (5; 2; -1), (5; 4; -3). 408. (1; -2; 3), 

(3; -2; 1), (1; 2), (2; -3; 1). (5; —1; 1), (1; —1; 5). 409. (0; 0; (I), 

<|'2; 1'2, Y 2). (— 1'2; — V2', - Y2). 470. (3; 2; 5), (3; -2; -5), (-3; 

( 9+3K5 . 


. 473. (I; 


-2; 5). (-3, 2, —5), 471. (9; 3; 1). (I; 3; 9). 472. (3; -2; 2), 

_7 — í | ¿ t-3|-'5\ / 9 — 3 j/5 -7 + 3 K5 . H-3 |/5 

-r-• 2 J’ \ 2 ’ 2 ’ 2 ( 

2. 3). 474. |l; 1. I). 473. (I; l; 1). 470. (l; 2; , ( 2 ¡ X : *) ’ (t ; 


( — 7 '-j .ÜA. ; - 7 + 1M . 13 ; -9), (3; 4; 5) (4; 3; 5), (-3; -4; -5), 

/ 3-l-l/ÍÍ 3— l'ü 

( — 4; -5) 473. (0; 0: 0), (1; 2; 1), (2; 1; 1), (- i -— 5 



Soluciones 


209 


2 v / 3-/6 . 3-|-y 6 . 2 \ 

3 ) ’ l 3 ; 3 ' 3 i • 


'.79. (13; 0; 13). (3. 2, li 


'.SU. 31. 


481. 24. 482. 12 y 1232. 483. 103. 484. 285 714. 485. 54. 480. 83 487. 428 
y 824. 488. En 8U. 489. 820.490. 6; — y. 491. 12; 24; 30; 54 ó 52,5, 37,5; 

22,5; 13,5. 492. 5103 ó 4 - . 493. 931. 494. 1350. 495. 12, 18, 27. 490. 2u 

OI 

497 . 5 . 498 . 0.25 kg. 499. 12 r ó 9,5 r. 500. 2 501. 24 y 10 502. 35 kg 
de harina do trigo y 45 kg tío collada. 003. El 20%. 504, 1(1 3% 505. 200 r 
500. El 38,8%. 507. El 1U%. 508. 1. 509. 44 personas 510 32 personas 
511. 20 km. 512. 50 km/h. 513. 10 Icio/k. 514. 300 cm y 18 cin/s ó ÜO cm 
y 0 cin.'s. 515. 1375 km. 510. 840. km/h, 80 km/fi y 70 km/h 517 lOniinm 
518. 0 km/h y 3 km/h. 519. 0 m/a v 8 ni/s. 5211. 20 km/h 52!. 20 Lin'li. 
522. 3 km/h y 1 km/h. 523. 8 km. 524. 10 U y 9 h. 525 . 60 km/h y 40 km h. 
52(5. 15 h y 10 h. 527. n(l+/2) h. 528. 50 km/li y l<J0km/li. 529. 00 l.mdi 
y 100 km/li. 530 . 40 ín/s y 30 m/s. 531. 15 m/s, 10 m/s 532. 20 minin, 

15 íii/mlu, 280 m. 533. 534. 25 h. 515. 10 h. 531. 2 1. 537. 25 km-li 

538. La velocidad de los barcos es igual a 15 km/h. la velocnl.nl de la cmrieii- 
le es igual a 3 km/h. 539. 14 km/h. 540. 1 s. 541. 10 km/h 542 20 km,di. 

543. La velocidad del primer pealó» es 2 veces mayor «|in- 1 1 ih l segundo 

544. En 8 lloras 30 miu. 545. 10 veces más. 540. Un 3 li 547. I 2.548, 

<«<40. 549. 8 km/h y 7 km/h. 550. Con el ciclista. 551 2,75 T.Ó2 48 km li. 
553. En 0 h y en 4 h. 554. En 4 h. 555. En 3 h. 550. 21 h 557 Imi 90 s 

558. J li y y h. 539. 4 h y y li. SCO. 80 km/h. 501. El 00% 502. I'ri- 

mera brigada —13 piezas, segunda brigada —11 piezas. 003 . 00 m 1 hy21ni' h 
504. 10 h. 505. Por el segundo tubo 2 veces más. 500. El nivel del peludeo 
subió. 507. En 20 h y en 30 h. 508. En 3 li y en 4 li. 509. En 12 y en H li 

570. En y h y 'en -¡yli. 571. En 10 días. 572. En y h > en ~ h. 

573. 7,5 li y 10,5 li. 574. En 14,4 lt. 575. En 3 b. 570. El rendimiento de 

(,il 

la segunda rúbrica es 2 veces mayor. 577. En 0 días. 578, En — miu. 


579. 8 h. 580. 50 li. 581. 3 veces. 582. T veces. 583. Imi 10 -lias 581. ,1 es 

5 

28 r. más caro. 585. 300 g y 500 g. 580. 441 g, 587 VI l y OIJ t. 
588. 187,5 lcg. 589. 15 t. 590. El 53%. 591. El 5%. 592. I»kg.593. « 2,77 kg. 
594. 1 ; 3- 595. 1,64 V 1,80 1. 5'JG. 15 kg. 597. 10 kg, el 09% 598. 2 veces. 
599. 18 kg. 000. a-h¿> — c. 001. G 1 002. 18 1. G03. 2,4 kg y 4.8 kg 001. 3,5 1 
de gliccriua y 0.5 1 de agua. 005. 10 1. 001». EL 5% y el 10% 007. El. 15% 
y el 49%. 008. El G2,5% y el 55%. 009 . 0. 010 . 7, 8 011. 2. 012 . 0. 
013. 0; 2. 014. 0.015.2 /2; -2/2. 010. 0; 0,5. 017. 1,25 018. 1; -I. 
019. 04. 620. 1; -y. 021. I; - y. 022.1; 2.023. 4; -1 021. 2.023. 1021. 
020. 1. 027. -0.5. 028. 1. 029.' 0; -2. 030. 2. -7. 0,11. 4; -I. 
-1 + Vnm . -l-l/74CU2__ G33 _ 6Mi _ t< J. ... 03-, 1; 


032. 


18 


18 


— y . 030. 1. 037. —1; ü. 038. -2, 1. 039. 5 040. —37, 0 lili 2 042, 15- 
043. —2; 5. «44. 1. 045. 2. 040. 1. 017. -88, -21; 3 018. -1; 

— — ; 1; 2. 049. 2. G5Ü. 1. 031. 1; 2; 10. 052. 1; 20. 053. -3. 3. 054. -2. 
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Soluciones 


055. 

»; 8-1 

i2 r 

f 

21 

8 — 

12 1 ' 
7 

2Í 

050. 0. 

057 

1410». 058. 

9. 059 

. 12. 

0(¡0. 

1. (¡ül. 

2, 3. 

002. 

i: 4. 

003. 

2; «i. 

004. - 

-01: 

; 4. CGÓ. 10; 

81. 060. 

2; 6. 

007. 

1; 32 008 1' 

1 1- r 

257 ; 

17 — 

257 

. GG9. 

«• 

0. 071. 

0,25. 

672. 

3; 5± 

! 2'17 

8 

. 073. 2; 

3 

074. 

1; - 

- 0 . 

075. 1. 070. 3. 077. 5. 

078. 

8-51 

144 

079 

(i; 

'>)■ 

080. 

. (9; 

4). 

081 

• (3; 2), 

f~- - 

127 

¥)- 


682. (y! ~j). «133. (7; 13), (-7; -13); (yj tt) . — l«i) . 

03/.. (3; 1. 1.1*5. U2; ■'.), (3/.; -38), (103- 19 /77; - 77-h25 /í7). (¡80. (2; 8), 
(8, 2) (¡87. II, (I), (<l; 1). 088. (/.; I), (1; /.)■ 08». (8; 1), (1; 8). 090. (8; 1), 
(i; 8). G'JI. <8, 1), (-8; I), (-8; -1), (8; -I). 092. (1; 7), (7; -8), 

(»> t)- “ *">■“• <* «• «• ** (y■ “1)■ Gofi ‘ (n ! y)- 

097. «'., 9, 1), t-1; —9; -I). 098. (3; -2; 0). 099. (5; _T»). 

»■ (i; i). ,.«,.*^2, >4». 

70/.. 3; —r 705. 3; —| . 700. 3.707. 2. 708. 0. 709. 0. 710. -1; 

1; Vi. - Vi 711. 3 712. 1. 713. 3. 71/,. 2,5. 715. 0. 716. 1.5. 717. —l; 

1. 718. 0. 719. lo&,«5; -1- 720. 0. 721. -1; 1. "22. 1. 723. 0. 72/.. 0. 
725. 1; l4l'2;l-l’'2. 720. I; -2(H-log,2). 727. 2; r -l-lug,2. 
728. -1; 1; 2. 729. - 1; 1; 2. 730. -3; 1; 2; 3; /.. 731. y; y; 2.732. 2. 

733. 2. 73'.. l A F'; 9. 735. —1; 1; 4. 730. 2; 3 . 737 . 0; 1,5 738. 2— i'»; 

2-1- 739 . 0,5 740. 1,5; 3. 741. 8. 742. 0. 743. 1; 2. 744. 1,5; 10.745. 37. 

740. —. 747. 3; -5. 748. 2; 3. 749. 0. 750. 5. 751. 4; O, 752. 41. 
753. 0,75. 754. 3 755. 2. 750. 0. 757. |. 758. 4. 759. 2. 700. 2. 701. 2; 8. 

702. 3 t 2 . T 2 . 703. -4 . 704. 10 3 ; 10-'; 10, 1(1». 705. -i + 

o O ^ 

4 -l / To, 9. 700. 10 . 767. 10-', 10 ». 708. lO" 1 ; 10 '■. 7(}9. J/'5; 5. 770. 10 . 

771. J 2; 4. 772. 2‘ : ; 2. 773. -8; 1,9. 774. -5; 5. 775.-jy. 77 <».y^y 

—í— 777 |. 778, 2. 779. 10, 10». 780 . 0,5; 32. 781. 10“*; 10». 782. 10'*; 

y ■i 

10-. 783. 0 784. 10-*; 10. 785. 5"*; 5*. 780. 3‘ 1 ; 3*. 787. V 02(1. 788. 2 . 

789. — ; - 1 -. 790. 2-*; 2. 791. 2~'; I; 10. 792. 100. 793. 1; ín -1 '* 08 1,5 ; 

J IO ^ 

t0 V r üíT3 7C,/, 0-1. o. 795. ; I; 2 79G. 2 íf . 797. 3. 708. 0. 799. 17. 

18 /-. 

800. 10“'; 2, 10». 801. -2. 8U2. 7; 14. 803. 1. 8U4. -1; ; 

J 

805. 1, 2. SOG. (-M; -12). (12; 10). 807. (2; 3), l3; 2). 



Soluciones 


"*• (t* t)- (t : i) - “■ (tí t 2 )- “»• * *>• * "■ 

812. (3; 2). 813. (I; 1), (4; 2). 814. (1; 1), (2; 4), (-2, 4) 815. ¡1, 2), (2, I). 
810. (y; G4) , (8; 2). 817. (9; 7). 818. (2; 32), (32; 2). 819. ; y) , 

(3; 1). b20. (7; 3). 821. (17; 9)_. 822. (2; 0). 823. (125, 4) (025, 
824. (3; 27), (27; 3). 825. (- 2 - , . 820. (4; 1) 827. (1; 1); 

(3/3; /í). 828. (0; 3 /9); (í Ü; 9). 829. (y; w) , (y; y). 

830 (5,5; 2,5). 831. (2; 3), (<; 1), donde l<t<3. 832. ( }/ - -- y 1 ’ — ; 


y 1 J 2 1 ) . 833. (10(5, 12; log, 3) 834. (1; -1). 835. |0; 1[|J|1, re [. 
830. l-oo; ; 2(. 837.] — 00 ; -2[UJ-2; - I IU1 -=- ¡ M 


838. |-5; 5(. 839. -8 | (J| 0; 8|. 840. |2; 5| 841. |-*—- , 

7-1- /(IT T 

-2-1.' 8/ ‘ 2- 4 ' 8431 xG/f ' — °°\ — C|Ul-2; oo|. 845. |-co; 

1|. 840. -1; t. 847. ]-co; -j[. 848. ]-4 ; -J|U)-2; 

-HUI J 1 3(. 849. ]-<»; -4] U [ — ; - + j' H ] \) ]4. ,x»l_ 850. 

|-2; 2 | U ] 2; 4 [. 851. [~3; ] U [»; • LL ^' -] U (3). 

852. 2 ( U 1 3; 5 ( U I 7; 00 853. ]-oo; — 3 l U I 2- /fi, 3 |U1 2 + 

-|-J^fi; oo|. 854. J--3 ; li] U ]y; ~ |. 835. | —1; r,|. 850 |-8; I], 

857. ] -2; — ‘ y — [ U) ~ 1 ^ 1 ° ; 2|. a>8. J - 00; | [ (11 y; 00 (. 859. 


-1+/5 


857. J —2; -g-(U)- 2 - 5 *1. 858. J-oo; y [ y ] j i 00 (. 859. 

l-oo; — 2( U 11 i co¡. 800. ] — 00 ; l»| U |3; oo]. 801. | — 00 ; —l| 802. ] — 3; 

1— /?;t 

— 2( U 1 — 1; 1|. 8G3. l-oo; 2 [ U1 2; 00 |. 8G4.| -¿-; -1|U|1; 


l 7 i f73 r 1 4 4 70 3 

-<4—[. 805. ]-oo; J| u J 3 ; 2 |. 806. l-co; ~ T (UI —=£ ; - 5 - X 

X[U]2; oo[. 867. l-oo; —7J L) 1—1; 01U|0; 1]UI3; «[. 868. |-co; 
-1 IUI -1; 2). 869. |-oo; 2[U [3,5; 4 [U [7; «|. 870. |-oo; f.| 871. |il, í)(. 
872. ]2,7; 6|. 873. ]1; 2[. 874. |l; 2|. 875. | -3; - /? [U] /?; 3|. 

876. J-oo; J-fu] ~; 2[. 877. ] —1; 1 |U|3; 5[. 878. [-5; -y (U | 4 ; 

l[- 879. [—y! y] • 88 °- 10¡ ![• 881. ]—4; — 3 [ (I [-2, -lj L l (1; 2[. 
882. ]-8; -6.5IUJ0; 5[. 883. ] —4; _3[UJ-2; — 1 [U] D; 

ylüll; 2 I U! 2; 3[U]3; 4|. 884. ]-«; —7 [ U J -7; -2| UH; 7[U]7; 


79 3 

75 : ¿ X 



Soluciones 


«IU11I.H 885- f-y] u [y; '] 880 . ]-«>; i í ü 11; 2 i u 12: 

co[. S8V. [y; 01 L! 10; ?]. 888. [y; 2 J IJ | 3; °°j. 889. 0. 890. ] —co; 
HUI?. 31. 891. )-~;-|lU)3; co |. 892. J-l; 1[. 893. (0; 81.894. l~o°; 

2 TU 13; 7 1 893. n) | 1; fi {; b) ] -| ; 1J U |0; «> l; c) 0. 896.] -00; -IX 
X | U ] 2, 31 897. ] — 0; 2\. 898. 1-2,4]. 899. 1-co; — IC ] U1 C; «.]. 
900. ] I; ',1 901. | — 00; -~] y ]2, oo(. 902. |l,f>; 2.51. 903. 1-co; — 1 | U 
U) 1 ’; •»! 904. I — co; -0.4i U l'r. ~ l 905. |-~, -5[Ul-i; UU]1; 
oo|. 900. 1 — ■»; —21U ] 4- i °°l 007. [4,5; »(■ 908. ]-«; 1] U 11,5; 

I M , 3-/65 , 

oc.|. 909, rtíH. 910. |0; 0.4]. 911. [O, yj. 912. ]-co;-2-(|j 

Ul —T~. - lü) —¡ l,:> ; «>[■ 913.1-eo; 1 I U) 2.2; co|. 

914. | —■ 1 ~r-— ; -l|U]-l, 11U] 1 i =± T~—]- 913.1-0°; -21U 
U 1—2. —11UI —1; "I- 010. 1-0°: —21 u i — 1; oo[. 917. ]-»; 

— 21 U 1—2. "I U H.r.; 2 | U I 2; 2.51918.1-1; 11- 919.J —3 ] UI 3; 

oo |. 920. l—oo; —y ] U I 3; 921. |-oo; —41 U U; «>[.922. |-oo; 

— 51 IJ 1 — I. ~l- 923. x£ll. 924. |l 5; 2(. 925. ]t;3(. 92G. | -5; 

— 2 | U I 2, 3 ( U 13; 5 |- 927. 1-co; 31- 928. )-2; 3]. 929. )-«>; -21U|3; 

oo I 930. ¡ l . |], 931. ]-i; y [ . 932. )-oo; 0 ] U 1 6; oo |. 933.J-co; 

-4HJ1-Ü. 1 | U) 3, col- 934. j-oo; 2| U |4; oo |. 935. I~oo; 2|. 930. JO; 

oo |, 937 | y ; 3 j . 938. J —oo; y IU 1 y 1 «> |. 939. En el primer cajón, 

29 pieras y en el segundo, 7 piezas- 940. En la primera brigada, II persona? 
y en la segunda, 17 personas. 941. 119 pioneros. 942. 25 3UU in. 943. 850 1. 
944. Por 9 personas, 945. 8 libros. 946. «liosos» — II, «Ireses» — 7, «cuatros» — 
10. «cincos» —2 947. 180 r. 948. 14 r. 949. ] — 0.5; 121. 1)50. | I; «.[. 
951. |2,G; 4 | 952. ] — co, 0,51 Ü 10.68; co ]. 953. [3; oo |. 954. | —«>; 


-11-955. 10.5; oo|. 950. |-oo; —2) U]ó;5-^-[. 957. (4;oo (. 958 .)-3; 
i 1. 959. [|í; 41U)5; <*>[. 960. )-«>; 01UH,5;co|. 961. J-oo; ()]. 
902. [-’/ 2j IJ 13; 00 |. 963. )-«>; 00 |. 964. (3; col_965. ^4; 4 

f 15 + 16 .TÜ | 

960 . 0 . 967. |í, 51- 908. [3;-¡-yp-J. 909. 0. 979. 0. 

971. [2,5, ~ — 2 • 972 • 0- 973 ■ l/^T; 2 /?]■ 974. ] —5; 5[. 

975. 12;-^—] - 970. 1 9; 00 |. 977. )-oo; —2 [ U [20,5; ~ j. 1)78. J-co; 
— 4 1 U 11; 97y. (-1; 4). 930. 1-1; 3] U 13.5; 7,5 l- 981.12; oo\. 

982. )-co-, 00 [. 983. l-oo; co]. 984. ¡0; 00 ]. 985. [2; 61. 980. 1-co; 



Soluciones 


303 

y-'2[U1 í 2: ~t- 987.) —oo; — 21 U 1 0; HU|l; oo|. 9HH. -MU 
u(-|i 4]- U8U - 1_ ” ; —4H-2 1 ' 51- 990. ]—oo, --U M, ~ l- 
991 - ] 2; 8 ¡. 992. | —2; 0 [ U ] ‘M 2). 993. J 5; oo {. <105. I— 1, oo | '198. \~x 

-21 u [- 1 ; -[. 99G. | 0 ; 3). 997. [ 2 . 5| 'Jim. |- 1 ,"| 

999. JII; ool. 1000. 1 — oo; O/i |. 1001. 1 — oo; 1.5 (. 1002. |-oo; -1 | '_■ | 7 
»[. 1002 . ) — oa; - 0 ) U 12 ; ool. 100-5. ] — oo; 1 -lc.g^l 1008 ]-2 , 2 
2 , 2 1. 1000. 1; 2; 3; 4; 5; 0; 7. 1007. |-3; — i «IU! — i «"• — -! U 
U12; /ClUI ✓"B;31- 1008. ]—1; 0|UJÜ; HU1M 21. 100*1 |-2 

—§IUl°;y[- ,0, °- ] —oo; CCJ. 10U-] y J logjOO L . 1012. I 2. ^ | 

1013. | 3; <®l. 1014. ¡0; oo|. 1915. J — 1; 1 |. 1010. | O, 1| 1017. ] 2, ~ | 
1018. 0. 1019. ] 0; oo |. 1020. ) — cx>; log,., 0,51. 1021. | 0, oo|. 1(122. |-~ 

logjll+^S)!- 1023. —oo[ . 1024. J 2, oo ). 102.». )"; 2| 1U2G. )-oo 

0 [ U 1 2; 3 l U 1 3; 3.51U 4; «(• 1027. )-co; -0.5|UH; oo | I02S. |l.,g,7;2J 
1029. [log n 5; 1 ). 1030. ] i»; i»,51. 1031. | 1 ; 1.5 1 - 1032. | l; 2|UJ<; 01 
1033. ) — l; OlUljj 2|. 1034. |-1; 1 f U)3; S|. 1035. 14; S| !J195. «. | 

] — i -i- 21 /' o i r i oí r 

-; 4 [ . 1037. | 3; 4,5 1 . 103«. J— 1 ; -f [ 1039. |3 

4 IU | 4; o»l. 1040. 10 . co(. 1041. M; 1.041 U] 25; •*> | 1042. 1 3; 7 1 

1043. ] —2; ^[. 1044. (1; 4|. 1045. ¡-oo, -2|U|.0, oo [ W4G. | 

~ 3 ~ 2 ' ~ 5 [u] 3 i 3 [ . 1047 . 0 . 1048. ] I; 31. 1049. ) 1, 3 I 1930. | n 

I |U 2 [. 1031. 1 — 2 1^3, -2IUJ2; 2 1^.T|. 1052. Jl;~| 

1053. ) 0; U,75( UI i.25; 2|. 1054. |2; 31(J13; 4). 1035. 1 1; 4 [. Iü5li. | 2, v| 

1057. }0; HUI 1: - 2 —~ ; 2[ . 1058. 1 -co; 0|U|5; ~|. 10.39. |-no 

— 7 lIj) — 0 ; _2|U14;oo|. loco. 10.5. 4J. 10 CI. 1 U; 0.5 | U |2 \ f l\ ~ 1 
1002. 1-co; — 5 [ (J 1 3; oo (. 10Ü3. [ j I j [ U jí; ft[ 1004. | " 2 

co |. I0G5. Jj/5; 5(. 10GG. 1 log^ 1); log a 3|. 1007. 1 U; 0.4 ( U1 I 

10G8. ) 0; 0,251U| 4; «. |. 1009. 11; 2¡U)0ii »| 1070. Jo 
■5 [ U ]a43¡ * [ . 1071. 1 0; 0,51UI 5; ool. 1072- 10.01; 00 [. 1073. [i, 5| 
1074. 10,25; 1[UJM 4|. 1075. J-oo; log, (-1+ l'fi) ||J| 1,5, co [ 
I07G. ]log,g; log,4¡\ 1077. )44[. 1078. ) 1; 00 [. 1070. ] 1..r 4i , ii-i 
1.51 1 "S 0 . ^ ; -j-L-[u] i; v'l] - 1081. 10,5; 11 1082. 1 3; ~ ( 

1083. JO; 2 [ U14; co [. 1084. ) 2^; ~ [ ü] M 2^ ¿ [. IOS». J-/3 




Soluciones 


— l,51 u l1.5; I a .! I- toan, [-t; - 2 -^[ u]^ 1 ; «]• 

1087. 1 —0,5, 21 1088. ] 4 ; 3 [ • 1080. 12-“; 1 [. 1090. ]-«>; O l y (1; 

oo 1 1001. | 4; U>| 1002. 1 — 1^2; -UU11; /21- 1093- 1 log 2 /Í3; 2). 

1094. 10, 4| loor». |-oo; Í-HJ13; °°[. I09C. | 0; 0.5 l U J 2; 31. 

KI07. I — oo, nllll 1; 2IU12; 3(1114; <x>\. 1008. 1 — 3; — 2|Ul —1; (, l- 
¡OTO. | 5. eo I tlúO. 1 — 2; 13[. 1101. 1 W; »l. 1«B. 140; 41 (U) 48; 00 l- 

1103. |-3; 2,'.Hi| l,i [22; co (. 1104. )0; -j— 1 U IU °° !• H05. 1-1; 0,5x 

X [ U | 0, 1|. 111)0. | —oo; 01 U Ik'g» 3; 1 l- 1107. 1 — <*>; 01 U (loga 3; 21 
1108. |0,2, 51. 1109. ) 3; 1110. J —1; 0 ( U (i; <» [. lili. 1 0; 1 (U [2;~[. 

1112. 10, 1 1U |2; «1. 1113. 1-1; 01U11.5; 2[. 1114. |log,0,9; 2[. 
1115.10,5:11 lili». ]-y; n[\ 1117. | l; 1,51 1118. 1 — 1; 01UU; 3[. 

mu. | eo, no Icim n — 1; | co» a -A 1. 112(1. ] oc>; 

r a ñfc 1 

oo Itoim-• 1; 0 con a=2, «■= — 2; _i—con< a=A 2 1121. 0 coim= — 3, 

" ( aj= -2. 

r a =A —3 

„ = _| 5 ,i=n- _ a l" 1 3a co „ J a # — 1.5 H22. 0 con a — '1, 

3 (2/i + 3| 1 

!• a 0. 

„:=-1; -2o*-3acwi( a l l~\ H23. 0 con «=_ 3, a == 8, « = 2; 

l <1 == -1- 

1 >1 =/*■ —3 

ÜZÍ conloé 0 1124. Ocona-O; x t ~n, ^-Sacona =A 0. 1123. — 2c«ma = 

' + 3 L*2. ,_ 

\ 1 1 — 2a ± V 4« -h 1 

==0. 0wun< — -y; — 3 cono - — -}~\ 1 

__i <Ui a> (j. 11211. —-g-eona =^-; 0 con - 9- \ r VA < a < — 1H- 

¡- ygj; 1/1 ^ ' * 2n — conn^ —9— 1 A 84, —9-h V 84 ^ a < ~2 ' 

1 1 1 —a 1 4~a 

a > 2 • m7 - ——cuna-—2; Ücona-i; x1 = 2+^ • r t g 'l —a c<m 
, , — a ±Va*— 12o—-48 

| * ( 1128. 0conC—21 21 <«<0-1-2 1-^21; 6 

con «<(>-2 r'21, a >0+2 \'T\ . 1129. -leona- 

i,= 0 -2ci.n( “Í7 2 í,3 °- 0 con 0=^0; a cona^O. 1131. 0c»u<i = O; 
2 l »*l, 2 

2 a + 2 I **-'r 

— l,5cmio=l; 1 coila—— y! ij —1. *j — 2 0011 ] a =£ 0 

^ d=l. 

1132. 0c«„ r l; 1 — eo; -21U1-2; — MUl-i; MUIH 2 [U ] 2 ; 



Soluciones 


oo [ con a = l. 1133. Ileon a ¿3 —7^3; *, = », x.= con a <— \'¡i. 

1134. 0 cono<0, O <a< i; 0cona = 0; coim>l. 1135. 0 connCi, 


< 1; 2a —i ~ coaf ’ <y • a > i- •• 3G - 0 cono5»—4 ; “ "* - G 
con «<—4. 1137. —a cona<il;ajOjcona^O. 113S. 0cf>na<il;—aconfl>- 
Sed. 1139. 0 cona <1; —- cona > i. 1140. 0 con I a| > y; <a c .011 


|<. | <-j . 1141. ± 


a -{• ya *— 16a-j-liO 
15 — 4<i 


con a < —y-\ 0 con a > --j -. 
4 " 4 


1142. 0 con a < H, a > 3; 1 ± 1^1 — 2 log, a con n <a < 3- 1143, 0 coi» a > 1 , 
Ocona —1; rfc log|, (1 -|-V^l — a) con a < 1. 1144. 0 con a <. 3, a > 27; 

W. tz2Z.|.2con3<a<27. «145. 0 cona <U; 20 i*n.i ;l con <i > I). 

.1 —a 1 _ 

11413. 0 con«<i, «>100 .Ül^üS^coiil <•<!««. 

r a > 0 

1147. 0 con a < 0, a = 1; a“ con | a y. j U4K. 0 con « •>. 


n = 1, a > 2 1^2; 4—a* con 0 < a < 1, l<«<2y'2. 1140. 0 coila ^u, 
—*• '• * ' n con U < a < 1. 1150. 0 con a ^ H, a :•» 1; .r, — 


=* -5- con O < a < 1, a > 1. 1151. 0 cona =«; J 0; 0 (coiwi ~ 1; 2con ( " ' ? f 0 
2 1 n-sl. 

1152. 0 con a=O; * > 0 con a = 1; 3", donde «=±1. ±3, -t 5, ... 

r a=fr 0 

...cona=— 1 ; .fi = 3, .r I= _L con < a =£—l 1153. 0 conai./f 

l a # 1. 

1154. 0 con a ^0; n = l, a = 2; a+ 2 con 0 <a < 1, 1 < «_< 2. a = 3; .r,=a —2, 
3-,=a-|-2con2<n<3, a>3. 1155. 0 cona ^ 1, a= i'2; 3 con a = 2; 

= a — 1, z s = s+l, con 1 < a< j' 2, v'2<a < 2, a > 2. 115ü. 0 con a — — 1; 

( a "fT ’ i |_~\ ) CC>11 ° ^0co»a=—7! ’ donde 

<G/f - C0,,a = 3: ( J+te-2l ' - «»ífc¿ r) COn { «ÍÜ' 1)l>S - 0COnn = 

= donde ^*• cona=1; í J 'a+i a> : ¿r ) con {% - 1. 

1159. (0; a), (a; OJconaG/í. 1160. (a; 2a), (2a; a) con a £ /(. 1101. (ty, t,\ 1- 
— <i —«*). donde t t £/I, cona=l; (—1 —a; 1; a -|-l)cona -/= 1. 

1162. ((; ai; 2at), donde lili, cona£/?. 1IG3. 0cona<(); (0a*; n*) conato. 

1164. 0 cona < 1; (^—^~¡ ) con a > 1.1 í 00. 0 con a- - 1, |-oo; 

1— a|cona> — 1; 11 —a; oo [ coiia-C — 1. 1160. ¡ — oo; oo|cona = 

5 . I . 63 f 5 n 63 r 5 

= lP _J Ha — 5" L C011 a > 9* ’ J-9^5-: ~ (_coii« < —. 


20 - 020 '. 



3UG 


Soluciones 


11G7. 0 con a= — 3, a= l, a= 3; | — co; ° cuna <— 3, 1 <n <3, a > 3; 
]í^ ;ro [ COn - 3 < a<1 - ,!ü8 ‘ ]—<x>; 8| cona= 10 ; ]-^~- 
cu» a >10; J— 0 O ’’T’£w ] 2UU— a) ~ ' °° [ con a < 10. 111*9. ]—oo 


i ( cou a = —3; J 


—14 . 4 

a-|-3 ' a+3 


con a > — 3; 


a+3 ’ a+3 


£ con a 


ir 2 2 1 2 

< —3. 1170. ] — oo; — 1 cona = — — ; 0 coiia>^- ; —Y con a= 3 " • 1 — °°V 

2 2 2 
00 [ con a C - y ; 1 — 00 ; X\ 1 U ] * a ; 00 [ con—y <a <— ; ] x¿ x, [con — 


2 2 -a-2-1-/4-90* 

- T <o<. 3 , donde x t = - EÍT 2 - 


— a-2—1' 4—Da 3 


„ 7t . 0 cou ^_| ; ]_l_. ;o o[cona>- 4 ; }'* (*^[ C ° na< “ 4* 

1172. 0 coiiii—2; ; ^y^j^conn>2; J > -jJcona<2. 

1173. 0 cono^0; | 1 — 2 \'n\ 1 + 2 i'n [ con 0 < a ^ 1; [o; l-|-2 a [ 

con o > 1 1174. |1; w [cnn a ^ »; £l; £ con 0 < o <1; 

0 conocí. 1175. 0coiu<- l, j — ^ ; — 1 j cou — 1 <a< —— ; 

|-«o; -l|MB~<n<Ü¡ | — oo; —1| U l'H ~ |^2o [ c0lia>(l - 

117G. 0 cona^ü, a ^ 4; | —2; 2[ cona = 2; [ — a; a]cou0<a<2; 

] —/4a —< 1 *; ~ /4o —«*[ con 2 C a < 4. 1177. 0cona< —1; [ — 1; 


a — v'2— a* f a — 1 / 2 —a J "I fa+ v '2-a* T 

-¡-[ con -l<a<|; |—I; -^-í » J 

con <ns 4 ) 2; [ — 1; 11 con a > j 2. 1178. (a; 0|cona<0; 0 COU a = 0; 

10; a | cona>(). 1179. oj con o < 0; ^ 1-; 2a J 

l+/H-n 3 r 

coiia>Ü. 1180. 0 conato, a=l; ] 1; - 2 -I con 1 ) < n<l; 

] 1 + 1 2 '" — : 00 [ con a > 1 . 1181 . | i-y'9 —a; i-,/l-a[U| 1 + 

+ 1 í—«; 1 + Y 9—a |cona^ I; |1 —v 9 —a; 1-1- v 9—o [con 1 < a < 9; 

'1 i + yl—4a r t 1 — —4a r 3 

0 con a > 9. 1182. J 1; - 2 - [_ con 0 < 9; J a; - 2 -[_ U J x 

1 H-./ 1 — 4 i r 1 , ,, 1 

X- ^con U<n<-^-; 0 cona=Ü,^a>l; ja; 1 (con< 


a _/ 2 -a 3 T.Ta + r^-a* 


Ca < 1. 1)83. 0 con a <0, a = 1; | 2; 3 [ con 0<a< 1, a > i. 1184. 0 cou 

a si (I, a — 1; 1 a, 1 [ U1 — ; 00 Icón 0<a < 1; 1 — ; 1 [con a > 1. 1185- 0 coil 

a Ja 

a< 1; }2- y 4—loga; HUI 2 + /4-lo;;a; 00 [ con 1 <a < 1000; ¡3; 00 [ 
cu» a= 1000; ] 1; 2— V 4 — logo | U J 2+ Y k — loga; co [ con 1000 < a < lUllOO; 

1 1; 2 [ U 1 2, 00 [ con a = 100011 ; ) 1 ; co [ con a>10000. 1180. 0 con a ^ 0, 




Soluciones 


307 


o = ; ] t— /n^í; i | Vl=i[ con ]l — yl+a, 1 - l r 4^TlIJ 

UJ i-VY~a-, l+l'T+¡[ con ^<a<i; 11 — v'T+í; 1+/T + « 1 con 
a>l. 1187. a>4p; 1188. 2 1 / 2<o<^-. 1189. a^2. 1190. i<<id. 

lllll. ll<a<4-- 1192. a < _ni+j£§.. a>1- 1(93. —1 < a <l±JJL. 

■j I n 

J194. a <2; a> j. 1195. — \ /T ¿ <a<—— ; «<a< VI. 1196. -l<a< 
< ; 1 < -■ < . 1197. a ^ -2; a 0. 1198. n'4-d n > 1 ' 

¿t ¿» ¿ 

1(99. a=l; a=2; 5<a<6. 1200. — 6<a < —4; —3<a<-1; n=l. 
1201. -G<a<-5; a= —2; a= — 1. 1202. —— -Jj-; n=l. 

1203. 2cusa. 1204. —. 1205. —— . I20C. Ig2a. 1207. -vn2a. I2U8. I. 
sen 2 p eos a 

1209. I. 1210. I. 1211. Ig3ct. 1212. Ig4a. 1213. Igna. 1214. Ig (~— y) . 
1215. 8 eos* a. 1210. tga. 1217. Ig* a. 1218. sen a. 1219. eos + . 

12G3. . 1204. —1205. 12GG. 2- Vi- 1267. 1 1 " 

3 ¿ _4 4 

1208. — ■ / ° / ~ ]/¿ . 1209. ^ 2 7 1 * . 1270. 0. 1271. . 1272. 1. 1273. 4 

1274. sc»a*=-~-; cus a — — - -jr — , lga=—1275. scua=—4-, 
o o ¿ .» 

lga== T’ clga = T' ,276 - coa «= -jj. l B« =—Tp. ctga=--^-. 

i 277 --2a = p.cos2a=^lg2a=-^, c « g2a ._‘g. 1278 . 

!279. 5 ~ — • 1281. a) m=-2; b) m (m 3 —3); c) ± V m 2 -4. 1282. a) st'n-^=. 


/m 

a 3 7 / 10 a 1 

}>\ Cpn 

a 4 

10 

' 2 10 ’ E 2 3 ’ 

1/ / uV.ll 

2 “ T 

4 

1283 ^ i?85 “ 


5 „ 

3 ' ’ 

n á 

1 Oí. O . 

12 


1320. 4- • 1327. 4-- 1328. 0,3n. 1329. . 1330. • 1331. . 1332. 4 «• 

¿ 4 i _ 4 3 7 

i/5 1/33 s i 'n 

1333. n. 1334. —V . 1335. 0,2. 133G. . 1337. O. 1338. ^ 1339. -¿V-. 

o 11 85 81 

1340. XI/-/Í—z* /l-y». 1341. xy-b /í^p. 1342. • 

1343. - * . 1344 . 2x /P7* 1345. T -^ T - . 1340. 

/t-x 2 /t-ff 2 -isf l-* 1 1 + x 2 




-M-1 ¡ I x 2 


. 1432. 0. 


20 * 




Soluciones 


1433. 0. 1434. ~k. 1435. k. 1436. ^-+lnk. 1437. 2«A. 1438. 

1439. ±^- + nA-; -^--\-nk. 1440. -y-A; ± árceos-~~-!-^ + 2 iu«. 

1441. Y+T k '‘ ~Y +2nn - W ' 2 - <- 1 > h T +nA - W,X T+T*- Wl ' 1, Jlfc; 
(-1)"-J + n». 1445. ± -y-+2nA. 1446. 2nA; 1447. -jy + yn*¡ 

-f-,-2n«. 1448. i+f-*. 1449. -£+£* £+£«. -J-l* 

A. 1451 |- ~ A. 1452. ifcy+nA. 1453. -y+nA; ± yH-2nn. 

1454. jhjA 1455. y-|-2,iA; (-l) ,, ^- + ,ti«. 1456. arclg —-1-nA- 

1457. arclg ~ -\ nA. 1458. ,iA; — arclg 2-fjui. 1459. y-j-nA; arclg 3-1-n«. 
1460. arclg (-1 J; l'3) -|-«A-. 1401. arclg ^ -M- l- -|-nA. 1462. A; y¡-|- 
1403. y A; y 1-Híi. 1464. ±y -f-y-A. 1465. y-|- 

+ 4y»i. 1466. y A; ±~+2nn. I4G7. y + jik; —y+y«. '468. 

±Í + nA. 1409. i + nA; 1470. ±4-±k. 1471. -¿ + -=-*1 

1472. y + íiA; arclgy-l-n«. 1473. nA; y + n«- 1474. y-|-nA; 
arclg7-|-n«; arclg 3-|-ni». 1475. — arclgy-|-«fr. 1476. y A. 1477. 0. 1478. 0. 
1479 . 0. 1480. 0. 1481. ( —l^y+nA. 1482. n-|-2nA; 2arclg y + 2n,i. 
1483. arclg-lLÉJli-l-,»,. 1484. y A; y arclg 2+nn. 1485. y--|-nA. 
1486. 2nA; 2arclg(—2)+2 «h. 1487. y-(-2«A; 2mi. 1488. 0. 1489. y-|-2nA; 
jx-|-2nn. 1490. 2,iA; — y-|- 2nn. 1491. ~ ± árceos y^+2nA. 1492. ±“ + 
+ 2nA. 1493. -^(A -^-yí-); -jy (»* "*+*)■ MM. -~r {- 

-1-4-A; 4 + 4"'- I*»»- « I-2,iA; l-i) M 4 I 2nn - |/,0Ü - 2íl + /,n ' ,; (-'l''* 

'119 6 ¿ 

X ~ -f 4nu. 1497. y-!-nA. 1498. -^-H-nA. 1499. (-i) h y-+«A. 1500. 3nA; 

1501. — 4-|-nA; -fi^os^+Znn. 1502. y-|-nA; 

-Jryarccos (-i) -|-,»i. 1503. -y+uA; (- l)"-y aresen T “' 

1504. -4 -\-nk, 4 ± árceos 1 ¿ ~^ t0 + 2nn. 1505. -y-MA. 15ü6 ' :fc T¿'^ 
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4y*- 1507. 1508. y-|~y*. 15M - Znk ’ -y-42n.» 1510.-y-+ 

-|-2a*. 1511. ( — I)*-£-4*4. 1512. ±-£-|-2nJí. 1513. -£--|-nfc, 1514. 0. 

1515. — arctg-¡r-l-nfc; — arctg-j—[-Jin. 151G. -£-42a4, 1517. d; -£--|-2n/t. 
U d ¿ '1 

1518. —-a*. 1519. ~-\-2nk; -arctg3 + n (2n4 1). 1520. ~ + 2ak; 
orctg3-|-n(2n+l). 1521. --£-4a4; 2a».. 1522. 0. 1523. ± -imecos ~ + n4; 
i-ynrccos i-J+nn. 1524. 0. 1525. y4y«. ,52G - 

1527. ji-)-2n/c. 1528. -£-42n/í. 1529 - 4r-43n4. 11530. 4- + n*. 1531. 0. 
1532. 2n+2Ank. 1533. 0. 1534. (a*. 1535. O. 1530. ~--\-'¿nk. 1537. nk. 
1538. ±-i+fc {kiZ). 1530. -J+a*; i aictgy-|-n«. >54». I; 2. 


1541. 


1 4 /5 


j -. 1542. seny. 1543. Igyn. 1544. 0. 1545. 


-I-I -\'l 


. 1540. II. 


1547. j/" ^. ¿ 1 . 1548. j. 1549. y. 1550. 4. 1551. f2n»r; 

4 2a«) . 1552. (4; O) (4; 2), k£Z. 1553. (y42a4; Í-|-2ni«); 1554. (- 1; 


h-t 

(2«41)) . 

1555. ( 

a a 

G"’'T 

*4+t")- < 550 - 

i; y 4"*) . 

(-> 

y 4 au) . 

1 r » r *7 / 

' * +jd L. 

^ i n „ | |r.r.o / 

a 



,T 1 nk> 

“2 —r HM 1 • (HA, 

T' ,; 

_ 

+* 

mj . 1559. 

(2; 7). 

(4; -13). 

(1; 2), (5; -8), (8; 

-5). (13; -4). 


«500. (y (44»); y (*-»)). 1501. (^.+a{A-n)¡ ¿+n(fc+»)) f 
(-T + *(*“* ); 'T‘ + *(* + *))- ,5C2> ((- 1 ) h T + n4; * y-42;i»i) . 
((-D ftn y + n*; ±y+2an) . 1503. (y+nfc; y-nn) . 1504. ((-I)'<X 
Xaresen (l —~ )+nAr; árceos (2— |/’2)-¡-2nnJ , ^(—1)* oresen (t—y- } | 
4a4; — árceos (2— ]/2) + 2nn j . 1505. |y--|-n/t; y 42»'») , | y -I a4; 

— y-|-2an) , (y42nfc; y-|-»») . ( — y42a4; y 4»») 1560. (i; i — 

— a (2u41)), donde í £ /{. 1567. (y-|-4; -y 4*) ’ donde 4f Z. 1508. (-y 4 
4«*; —nk'} , (a4; y —a4^. 1509. ^y4*4; -y—n*) , |j4**; 
Y-»*)- 1570 - (**5 -y—«*) . (j4^: -y-aí). 1071. (-y4 



310 


Soluciono* 


+4jtA; 2ji-|- / mnj , (— y+4n*; 2n + 4n«J , (2ji-|-4n/r; -i+«ín«J , 

^2n + 4nfc; —-—-Mnn). 1572. (nA; -, (y+nA; -y “"*) ■ 

157: '- (lr+T ft: íírHr*)- ,57 '‘- 0 - 1575> (T +2nA ' ; t+H- 

1576. (*^"-|- n l n -H0; -jr-|-«(n — A)) , (—y+«(“ + *); —^-+n (" — *)) ■ 

1577. (ct-hn— P-(-ji(A — n)), ^ y —P+n (A + n); — 2 '+ a ~H l (A — n )) < 
(-ír-l-P-f-KlH-"); — — a + «(*—«)) , (n—o-?-n (fc + n); fl—n(fc — «)). 
donde a = ~ | arcson —+arC38n j , p = y ^arcseny — arcse«-jr) . 
ir,7S. (:ky-|-2n*; ±-2~|-2n«). 1579. (a-|-n (»-f-/c); P + n (n-A)), ((p-|- 
-HUn 1-/0: a-|-»(n-A)), ((—fl+n (n + A)j -a+«('i-A)), (—a-|-n (»» + *); 
— pH-it (n — /O), donde a = y árceos -^~|-y, P= — árceos-^- — y . 

1580. (nA, nrt), (a |-nA; |i-|-nn); (-o + n*; — PH-un), donde a = arcsen-y^ , 
p = nreren -^p- y A, « son los números de la misma paridad. 1581. 

-í—a — nk'j , (p-l-nA; —P~nfc| , donde a =arclg ~ 7 ~jj - J ' ' . P = 
= —arctg^iJ— . 1582. (y+nA; - * {~JT+ nk; T ~ n,< ) ■ 

1583. (-y-H-nA; — y+nit). 1584. (arclgy+ nk\ -2--arclgy-n/cj , 
| arclg ~ + nfc; arclg— , (y—arclg y — nA; arclg y+ nfc) , 

— arclg — nA; arclg-j-|- nA^ . 1585. (y+ 2nfc ; y + 2jt» j , ^ y+ 2 *A; 
. (—J-h2nfc; --jH-2nn), (—-y- + 2nfc; --y + 2n»i) . 
158G. ((—t)* y+nA, ( —t) n,l -— +arclg-|+«(!;—n)) • 1587. (y t* — «); 

T") ’ (-y+ ,l(A-2n): T +nn )’ (lT +n(/[-2 '' ): —f + nM )' 

1588. (y A, n (n k) ) . 1589. ( — y+(-l) ft « k > y+(-i) h «+y ) , 
donde <* = y «reseu —— ^ ^ . 1590. ^2nA; f2n«j , ^n+2nk¡ —y+- 
-1 2n«j , ( j+2ni; y-f-2jwi) , (— y + 2nA; y-+2nn) , (-j--|-2n/r; 

y+2nn) . (-—+2nfc; —y+2n«) . 1591. (y + nA; y-»*). 
1592. ^~-l-2nfc; ~+2nii), (—y + 2jik; — y + 2nn) . 1593. (2nA; n-|-2nM). 



Soluciones 


1594. y--+ii <*-»)) . (-^-+« (H-'O. yr--I-n [k — ") ) , 

(-g + n(fc + n); -^ + »(k-»>) . ( “+ «(*+«); ~|-« {*-..)) . 

(595. (x+T (A+, ') ; T + n[l '~' l] ) • ,r,,J6 ‘ ~lT +nn ) ’ 

(-T+**; T +nn )- 1597 - (t+T* -T arc,g T-t-Y' 1 ) ’ (-T+ 

4-yk; — y arclg y 4-y n] . (508. (Jik; 2 un), y+ 2un ) . 

1599. ^y4-»tfr; arc lg2+nn; -y-— arclg2—n(fc+n)j , ^—y + nk; 

— arclg2+jtn; -y-4-arctg2—n(fc+u)) • *600. orctg2 + nu; 

~—arclg2—n (fc -|- n) J , (arclg2 + n«; y4-n*; -y~ nrclg2-jr (* + «)) . 
1C01. (nk; jib; n—n (*+«)), |y+2nA:¡ y-|-2n«; y — 2 jc (fc-|-/i) j , (— y-|- 
-|- 2 n/r; — 2nn; y-— 2n (k +«) J . 1002 . (y-4-nk; y + n». y"i'y‘ m ) • 
(_«.+«*, i+nn; j+yi») . (x + nfc; “T + *" s W") 1 

(-y H-n/c; -y+n»; y+y w ) • ‘603. (x-'.-x)' (í 1 Tt) 1 (i 1 
y) , (y-5 y-). IGM. 1) - -£- + 2 ji* < x < + 2 k*; 2) ~ + 2n* < 
<*<-y-+2**; 3) -y-|-íi/c<i<y + nfc; 4) y H-ni: < * < « + «A. 
1005. 1) n—arcsouy + 2«fc<i< 2n + atcsen-~+2jv*-; 2) ~arccos( — 0,7)4- 
4-2nk<x<arccos(—0,7)4-2nfc; 3) — y-|-nk< r < arclg 54-nfc; 4) nk<.r< 


< arcclg (-y- ^ + íik. 100G. -y + 2nk < x < -y + 2nk. 1007. — y -|- 

4-2n/c<x<2n/c; ~ +2nk < x ^ ji + 2nfc. 1008. y-)-2nfc < x< y-)-2jtA; 
n~\-2>üi < x^~--\-2¡ik. 1009. nA<x< i-l-nA; -5- + nfc<x sg -í—f-nfc. 
1010 . árceos y 4-2nfc < x< n—arcsen y H-2nfc. 101 1. — y 4- 2nfc <x < 

< arclg 3 4- 2nA; y 4- 2 nk <x t¿ árceos ( — y J 4- 2nk; ji 4- arreos y + 2n/r fS 

4 

x < n -|- arctg 3 -(- 2n/c. 1612. arcclg 2 4- 2nfc < x < arcsen y4-2nfr; 

rr— arcsen y4" 2rcA < x <. tí 4- 2jiA; « 4- arcclg 2 -|- 2n le <r t < 2n 2 nk. 

1013. arcclg 0,3 4-rtfc<i*< y-J-nfc. 1614. arcsciiy-4-2ji/t < x < -y-4- 2nfc. 
1015. — 00 < x< ca. (G16. arcclg74-nlc<x<n4-stfc. 1617. arcctg l / 24-n í < 
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Soluciones 


<*< -y-+n*. ««**- -Ji ]/" 2n*-- 

< ]/ -y + 2n.t; -1/y + 2nA<x<- j/— y + 2nA, donde Af/Y. 

1619. -y+«A<x<n+nA. 1G20. ~ + -y-A<*<-yp + -y- *. 

1021. -^-|-2nfc<i<4+2nfc. 1C22. -£- + 2nA < x < ~ + 2nfc. 1623. ~-J- 
o J, 6 2 12 

+ -y- k <x < yy+-y- 11124. «A < .i < y + nA; arclg 3+ jiA < + nA. 
1625. -£. + 2Kfc<i<4+2n*; 4+2nfc<i< •^■ + 2n». 1626. —-£-+2» k< 

< i < — y + 2nA; y + 2nk < x < -^- + 2nA. 1627. —y + nk < x < ~ -|- n/<; 
y+nA<x<.y + nA. 1628. ~^+y+ y*• 1C29. arcctg 2- |- 
-(-jiA < x < arcctg ^ 

<x<nA. 1632. y+ JiA <x<nrcclg ^ —yj+nA. 1633. y + nk < x < y -|- 
+ n*. 10M. yA<x<i + yA. 1035. “X+T* <*<”T +T k ‘ 
1636. --£ + 2ji*<x<-£-|-2ji* i ~ +2n* < x < — + 2nA. 1637. --1-|- 
+ 2jiA < z < 2nA; y+2nA<x<y+ 2nA; n + 2nA <x< -y- + 2nA. 

1638. x*l‘T ft< ' r <T'l'T fc - ,G39 - —J+2n*<x<2nfc; 

-t-'¿nk^xcn + 2nk. 1640. y + nA s^x sJ-y-+nA. 1641. 2 arcctg 2+ 2 jiA < 

< i< 2mcctg ( —i-) -|-2n*. 1642. -jy + 2nfc<x< -y-+2jiA; -^--|-2ii k < 


— yj-j+nA. IG30. — co<x<oo. 1631. — y + nA< 


<z< -|- 2nA. 1643. árceos i+ nA <x<—£- + jiA; jiA < x <-^- |- 

*1 2 o O U 

1 1 . , n , , 2n . . 3 ji . . n , . 

+ nA; yarccoSy+nA<x<y+ jiA; — + nA < x < y— \-nlt; -—+«*< 

<x< ^- + nA. 1644. — -£-+2 jiA< x < 2nA; 2nA < x <-^ + 2nA; -¡í.+2nA< 

Z O J u 

<x< y-|-2nA; -y-+2iiA<*<4í+2nA; -^ + 2nA<x<-^- + 2jiA; 

Í£.+2nA<x<-^- + 2n*. 1645. + + ~-|- 

+ —- A<x<yJ-(--y-A. 1646. —y + nA < x<—y+;iA; jiA < x < ~ + nA; 

y + JlA <X< y + JtA. 1647. y + 2ftA X < y + 2nA¡ y + 2jtA<X< -y + 

-|-2jiA; y+2nA c x< y + 2nA. 1648. — y+ jiA<x< jifc; -^-+nA <x <-^+ 
+ nA; -rp+nA < x < -^-+nA. 1649. —-£^-+nA<Lx<—?-+nA; —£-+ 
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+ nfc<;c<-^-+Ji/c. 1(1511.-^--1—y- k<x< -y k. 1631. j + 

+ 2nk< i <~-|-2nk. 1G52. -2. + iii nk <x <-—• + Wni; —•■ + l»*fc < i < 
< + ldnA; + IOjiA < x < 5n-|- Ü*jik; -^p + l‘inft < * < t'»nA. 

1053. - y+ 2nk < * < -y + 2 jiA; ~ + Me < x < -h ín*. 105'.. nk con a < 
<—2, n> 2; x^nk, x 2 = -y (— !)'• aresen j -|- — k con — 2 s; a <- 2. 

1655. 0 con a< —8, a> 8; ( —l) ft aresen-y+ufe con —8^o^8. 

1656. x£7í con a = 2nk\ x, = 11+2x1, Xj = a-|-n+2xA' con a ^ 2nk. 1657. x£ll 

con a = n + 2n/c¡ —y- + (—1) , « »i& con a n + 2»A\ 1658. x£7? con 

| Xl=-y + nA, x 2 =-+ con a = — b 0; x, = — -|-nAr, * 2 = 

t=arcle T+r +tó con {u*o;_ “T +n * con \ l<w0 * 

aresen—-H —l) 11 aresen y -|-nfe con ágil. 166(1. II uma-=jiA; 
•2-+nA con a =£ n/f. 1GCI. 2n/c con o racional; n con « irracional, 1662. 0 
con nc-í-, «>1; ± 4-árceos^-{--2 * con -4-^a^l. 1C63. 0 con 
a <— 2, u>2; con a= —2; -i ( — 1)* aresen (l — J , <H-2)-|--2- fe. 

n ^ + nfc 

1604. 0 con a = —nA; - -—a -\- nk con 

¿ *i .{ir 

«-/* - •— i m* ■ «)■ 

1605. x£/{ con / X| = -2--|-2nfe, x 2 = 2n« con 1 1060. 0 con 

l y — u¡ z ^ y ii 

fafif , K , fn = 0 n . /, . ..„ , im \ I <i 1 1 

U-u ; **¥* con ( dond **€*« |„Uf. 

1G67. n/c con o< —I, a > 3; x t = n/c, x 2 = ± mecos --|-nA con 
— is^a<3. 1668. -y + nk con a <. —3. «>i; x L = ule, i. = ±{x 
X árceos —y--h «A con — 3<a<l. 1669. 0 con a = -2 (2fc— 4»« — J); —y-|- 
-(--2-(2A-|-1) con o =jí=-2-(2A—4n—I). 1G70. -2-+n/c con «=--2. + nn; x l = 

n . , , n , , , n , ir.-l-2<i . 2jt* 

=-ñ- + nA, x 2 =—n + con « — -j-Jin. 1671. x,= .7-1-—=— k, 

Z Z ¿t 1*1 i 

x% — ttt— \ —r~ k con n£ ¡l. 1672. 0 con a=f= 1; con u = í. 1673. 0 

I 1 * D 


(A - „). 


, 4n n , , 4n 

con “^¥FT : T+ ¿nk C0M a= «TT 


1G74. 0 con o <T. — 5, a >3: 
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(—l)*orcscn( — 2-\-YA — a) + nk con — 5 Sí a gl 3- 1G75. 0 cona<— 4, a>2; 
± árceos 3 ——— +2 nk con -4<o<2. 1C7G. 0 con a<-T / 2, a>l/2; 

± arcc-ca (3 — 2 l'5^T 2 ) + nk con 1G77. ^- + 2nk con a= 

= l' 2; —con a= — \ f 2\ -ír-H-nA con j ^ ^ ^ _ 1G78. 0 con a = 

4 4 l a^-Y2. 

{ a Jtn 

1079. 0 con o=Y+nn, -^-H-nn <o <-^+ nn¡ arclg (tga± l/tg J a —l)-f- 

-4-ji* con -l-nn o <-ry-H-nn, iui < a ^ 1G80. 0 con 2<C 

< a < 2; d: árceos -|-2nfc con a K, — 2; ± árceos -——--|- 

-)- 2nfc con <i>2. 1081. 0 con ip + 2im < a < rt — q> -|- 2nn; 

orclK c, « a d: V eos* o—sen o nfc cun _ H _ (p + 2 «n < a < <p + 2n« (T = 
6 aon a ' 

- n resen —-- - ^ j . 1G82. 0 con a— — l; 1 cou a^-1. 1683. 0 con as^O, 
i>l; ± j/” j con | 1684. nfc con a< — , a > 5; ii = nlf, r,= 

= ± árceos — 1 ± j _ ' a I -{- 2nA con — ^ o < 1; *i = nA, = 

= ± árceos ~ 1 ]'' ia+ --+2¡\k con l<a<5. 1085.-j+flA cono <-y, a > 2; 

x,= — ~+nk, -t 2 = y ( — l)' larcscn ^2+Y fc cotl ~ l680, 0 

coa o< , a > = + r,= -arctg 3-f-n/t cou 

a= 1: arc ,«=i±£3E5H +II * con -±=JÍlÜ < a<l, 1 < a ^ 


■ ± árceos 


=± árceos 


o = l; arctg 


2 (n — 1) 


< —. 1687. O con | (<¡ b—l) donde tC /í. con { 

f M 2 jiA 


0 COI) 
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(Í+SL + **. ± ^-2„*) , (±=ü + „ + 2„A : -¿J*-»-*,*). 

b j= 2«A 


donde 
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/» 
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¿> — a 
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)■ 
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l | sen b 
-n/ ( ), ( 
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/ son 6 


í 


t _!<-. IG92. 0 con a<—o> h ; ((<x+n(A-|- n); -- p+n(A — «)), 

sen b | ^ ' * * 

•+ n <* + «); — a-|-II(*—!»)), ( —p-|-n(A4-n); a + n (k—n)), ( — a+n (*-(-«); 


fl-|-n(A— n)), donde a = 


árceos 4a -f árceos 2a 


árceos U — are-eos 2a 
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2 ' K 2 
— -£-<a«S-i-. 1093. 0 con a<—i, o>|; (a-[-n(*+«); |J-|-n(A — n)), 

(-¡¡T + P-|-«(fc+«*)¡-y+a-|-n(A—»)) , (y- —P-|-u(n+fc); y—a-j- 
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{ 


a I) 
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oon | | 2sg|>¿> | cp-it, | i 1GU5. 0 con a ^ I»; (-J+n(A-| n); y(A-«)) 
con a = i). IC9G. 0 con a =¡£ i y +jvi; ^y-f-nA; — -- |- nA-j con a — 
= ±~H-2nn; (— ~ - + wA; ~ a -f nA j con a = ± -f 2nn 1697. 0 con 
«< —y, a >y! (( —l) fcM arcsen a -|-«A; ( —I)’ 1 arcsen 2a -|-nnl, (( — l)*x 
X areseu 2a + nk), ( —l)"* 1 arcsen o+nn) con -y4as;-J- 1098. 0 a < ¿ ¡ 
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> arcclg 


:lf!—5--—- -|- nk con 1699. 0 con K + w It 


3 ^ 1. — 4~ n/f ^ 3 / a 

i=-—:< 2 ¿ con a > — (a = árceos —== ; 

¿ U» v*+< 


(5 = Arceos —). 1700. —rr + 2ni < x árceos -i-2n* 

| a --|-4 I 1 2 1 

árceos - " ■■■■■ * ——-l-2nfc<x<-^-H-2nfc con a<l'; n-f 2nn, — ~--\-2nlc< 

<i < -£■ -|- 2nk con «*=0; —^--|-2nfc < x < -jp-f - 2nJt, árceos-^—-—|- 

¿ ¿ _ ¿ * 

+ 2n/í<xí¿ 2rt—arcccs————+2 nk con a>0. 



A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libios soviéticos traducidos al 
español, inglés, francés, árabe y otros idiomas 
extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras 
de las distintas ramas de la ciencia y la técnica, 
manuales para los centros de enseñanza supe¬ 
rior y escuelas tecnológicas, literatura subre cien¬ 
cias naturales y médicas. También se incluyen 
monografías, libros de, divulgación ncutífua v 
ciencia-fue ion. 

Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, I 
Itizliski per., 2, 12'.1620, Moscú, I-IIO, OSl', URSS. 



V. líutúzuv 

ANALISIS MATEMATICO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 

El |iresentí' libro ile texto está escrito por el colectivo de loa profesores 
de la facultad de física de la Universidad Estatal Lomonósov de Moscú, a liase 
de la exiicrienoia de muchos años de conferencias y seminarios en el campo 
del análisis matemático. A pesar de su volumen bastante reducido, esta colec¬ 
ción reúne mi material rico correspondiente a casi todos los apartados del aná¬ 
lisis matemático de la función de una variable. _ 

Según rada apartado los autores exponen nociones teóricas básicas con 
la interpretación física de los conceptos a introducir. Luego, dan preguntas 
de control según la teoría que contribuyen a la asimilación no formal de con¬ 
ceptos teóricos. Les signen los ejemplos de solución de problemas, tanto típicos 
como originales, que atraen la atención del estudiante a los aspectos do mayor 
importancia, por ejemplo, a las condiciones de aplicabilidad de uno u otro 
teorema o fórmula , . ... , , ,, . 

Este trabajo se caracteriza por un alto nivel científico y metodológico, 
combinando la rigurosidad matemática con la exposición viva y comprensible 
del material Se recomienda a los estudiantes de los centros de enseñanza técnico 
superior, en particular o los que cursan las especialidades do la física. 



N. Krasiiov 

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE AERODINAMICA 


Este manual da a conocer los problemas actuales de la aerodinámica rela¬ 
cionados, finido mental mente, con el cálculo do parámetros aerodinámicos do 
los aparatos de vuelo en un amplio diapasón de velocidades (desde los subsó¬ 
nicos hasta los grandes supersónicos). El material teórico se expone en forma 
ilc problemas y ejercicios. Las respuestas contienen las conclusiones teóricas 
principales y la descripción do los algoritmos según apartados correspondientes 
de la aerodinámica (cinemática y dinámica de los gases, teoría do saltos de 
compresión, aerodinámica estacionaria y no estacionaria de las alas y los cuer¬ 
pos de rotación, interferencia aerodinámica, dispositivos de limón, rozamiento, 
termolransferoncia, aerodinámica de medios enrarecidos). 

El material del libro ampliamente ilustrado con datos expelí moni a les 
y de cálculo obtenidos últimamente como resultado de investigaciones de flujos 
de liquido y de gas, permite conocer los principios, procedimientos y métodos 
más divulgados de solución de los problemas aerodinámicos ingeníenles con 
la aplicación de ordenadores So brindan esquemas-bloques y programas do 
cálculo pava la solución de algunos problemas. 

Este trabajo puede ser útil e interesante para un amplio circulo de trabaja¬ 
dores científicos, ingenieros y técnicos. Asimismo, lo pueden usar estudiantes 
y profesores de correspondientes especialidades de las Universidades y de otros 
centros de enseñanza técnica superior. 



K. A. P.ylmikov 

ANALISIS COMBINATORIO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 


Toilos aquellos lililí » hoy «lía emplean en su trabajo métodos malomálicos 
se encuentran con la necesidad de resolver problemas de carácter combinatorio. 
A los problemas de lal Índole se reducen, por ejemplo, investigaciones de los 
circuitos eléctricos y cs'iueinas electrónicos, do los sistemas de organización 
j dirección de la producción, de los flujos de transporte o Información, do la 
construcción y explotación de la mayor parle de los ordenadores y varios otros 
El iiminial en consideración tiene por objeto ayudar a dominar la técnica 
de resolución do los problemas combinatorios y los hábitos de investigación 
de los problemas teóricos correspondientes. Están incluidos en él cerca de 
1UU0 problemas v ejercicios. La mayoría abrumadora de ellos vlono dolada 
de respuestas, soluciones o indicaciones referentes a su resolución. 

Aunque las construcciones combinatorias son diversas y específicas, se 
analizan, sin embargo, desde las posiciones teóricas unificadas. 

El manual será útil no sólo para los osLud¡antes o autodidactas, sino tam¬ 
bién para el amplio círculo de especialistas que tienen una alta preparación 
rnateiiiálica 




